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Ââåäåíèå â ëîãèêó

Ýòà ãëàâà ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé. Â íåé ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå ïî-

íÿòèÿ: âûñêàçûâàíèÿ, ïðåäèêàòû, ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è êâàíòîðû. Ïîñëå

íå�îðìàëüíîãî îáñóæäåíèÿ íåîáõîäèìîñòè �îðìàëèçàöèè ìàòåìàòèêè,

íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå �àêòû èç òåîðèè ìíîæåñòâ. Çàòåì ïîäðîáíî ðàç-

áèðàþòñÿ ñâîéñòâà ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ.

�àçëè÷íûå òîæäåñòâà, êîòîðûå ìû äîêàæåì, áóäóò àêòèâíî èñïîëüçî-

âàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé êíèãè.

Ïîñëåäíèå òðè ðàçäåëà áîëåå �îðìàëüíûå. Â íèõ îïðåäåëÿþòñÿ ñèã-

íàòóðà òåîðèè, ïîíÿòèå èíòåðïðåòàöèè è ÿçûêà íà êîòîðîì çàäàíî èñ-

÷èñëåíèå, ïîçâîëÿþùåå âûâîäèòü íîâûå �îðìóëû.

Âàæíóþ ðîëü èãðàþò çàäà÷è. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâåäåíû â òåêñòå

è ïîìå÷åíû ñèìâîëîì ⋖Hn, ãäå n ∈ N+ � íîìåð ðåøåíèÿ â ïðèëîæåíèè

�Ïîìîùü�, ñòð. 259. Îñòàëüíûå çàäà÷è ñîáðàíû â êîíöå ãëàâû.

Ëîãèêà, �èçèêà è èñêóññòâåííûé ðàçóì

Ñåðãåé Ñ. Ñòåïàíîâ

Êíèãà íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ. Å¼ ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ è

äðóãèå ìàòåðèàëû âûêëàäûâàþòñÿ íà ñàéò: http://synset.om.

Çàìå÷åííûå îøèáêè è âîïðîñû ïðîñüáà ïðèñûëàòü ïî àäðåñó:

steps137, çàòåì ñîáà÷êà è gmail.om.

(ñ) 2017. Ïå÷àòü: 19 îêòÿáðÿ 2018 ã.
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8 �ËÀÂÀ 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ËÎ�ÈÊÓ

1.1 Ôîðìàëèçàöèÿ ìàòåìàòèêè

• Â ìàòåìàòèêå àêñèîìû îïðåäåëÿþò îáúåêòû è èõ ñâîéñòâà. Íîâûå

óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìû) äîêàçûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ðàññóæ-

äåíèé. Ïîäîáíàÿ ñõåìà âïåðâûå ïðîÿâèëàñü â êíèãàõ Åâêëèäà, â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè îïèñàíèè ãåîìåòðèè.

Ïÿòàÿ àêñèîìà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (íå èìåþùèõ îáùåé òî÷êè)

âûãëÿäåëà ñëîæíåå îñòàëüíûõ àêñèîì: �÷åðåç âñÿêóþ òî÷êó, íå ëåæàùóþ

íà äàííîé ïðÿìîé, ïðîõîäèò òîëüêî îäíà, ïàðàëëåëüíàÿ åé ïðÿìàÿ�. Íà

ïðîòÿæåíèè áîëåå äâóõ òûñÿ÷åëåòèé äëèëàñü áåçðåçóëüòàòíàÿ áîðüáà çà

å¼ äîêàçàòåëüñòâî (âûâîä èç îñòàëüíûõ àêñèîì). Ïÿòàÿ àêñèîìà îêàçà-

ëàñü âñ¼ æå íåçàâèñèìîé, îäíàêî ïîïûòêè ïîñòðîèòü å¼ äîêàçàòåëüñòâî

ïðèâåëè ê íååâêëèäîâûì ãåîìåòðèÿì è áîëåå ãëóáîêîìó ïîíèìàíèþ êàê

ñòðóêòóðû ìàòåìàòè÷åñêîãî çäàíèÿ, òàê è âîçìîæíûõ ñâîéñòâ �èçè÷å-

ñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âïðî÷åì, íà ñàìîì äåëå �äîêàçàòåëüñòâ� áûëî ìíîæåñòâî. Âíåøíå îíè

âûãëÿäåëè áåçóïðå÷íûìè, îäíàêî ïðè áîëåå âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè

âûÿñíÿëîñü, ÷òî â íèõ íåÿâíî èñïîëüçóåòñÿ òî èëè èíîå î÷åíü �åñòåñòâåí-

íîå� äîïóùåíèå. Íàïðèìåð, ÷òî ìîæåò áûòü �î÷åâèäíåå� ñóùåñòâîâàíèÿ

òðåóãîëüíèêîâ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïëîùàäüþ? Îäíàêî íåò íè÷åãî

áîëåå íåî÷åâèäíîãî, ÷åì î÷åâèäíûå èñòèíû.

Ñî âðåìåíåì âîçíèêëà ïîòðåáíîñòü òàê �îðìàëèçîâàòü òåîðèè è ìå-

òîäû äîêàçàòåëüñòâ, ÷òîáû íè êàêèå íåçàìåòíî ïðèâíåñ¼ííûå �î÷åâèäíî-

ñòè� íå ïîðòèëè å¼ ëîãè÷åñêîé ñòðîéíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïî-âîçìîæíîñòè

íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ñ ïðèñóùåé åìó íåîäíî-

çíà÷íîñòüþ. Áëåñòÿùèì ïðèìåðîì ïîäîáíîãî ïîäõîäà ÿâèëèñü �Îñíîâà-

íèÿ ãåîìåòðèè� è ïîñëåäóþùèå ðàáîòû Äàâèäà �èëüáåðòà.

�åîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè ðîäèëàñü èç ïîñòðîåíèé ïðè ïîìîùè ëèíåéêè

è öèðêóëÿ. Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî òåîðèÿ î òî÷êàõ è ïðÿìûõ.

Ýòè ñóùíîñòè èëè ïðåäìåòû íå íàäåëÿþòñÿ îáðàçíûìè ñâîéñòâàìè (�íå

èìååò øèðèíû� è ò.ï). Ïðîñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ îáúåêòû äâóõ âèäîâ.

Ïåðâûå îáîçíà÷àþòñÿ ëàòèíñêèìè áóêâàìè x, y,... è íàçûâàþòñÿ òî÷êà-

ìè, à âòîðûå � ãðå÷åñêèìè α, β,... è íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè.

Ïðåäìåòû âñòóïàþò â îïðåäåë¼ííûå îòíîøåíèÿ, êîòîðûå â ãåîìåòðèè

ñîîòâåòñòâóþò ñëîâàì �ëåæàòü�, �ïàðàëëåëüíû�, �ìåæäó� è ò.ä. ×òîáû

èçáåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, ýòè îòíîøåíèÿ çàïèñû-

âàþò ïðè ïîìîùè �îðìàëüíûõ îáîçíà÷åíèé. Íàïðèìåð, �ðàçû �òî÷êà x

ëåæèò íà ïðÿìîé α� èëè �ïðÿìàÿ α ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó x� êîäèðóþòñÿ
�óíêöèåé ñ èìåíåì �∈�. Îíà èìååò äâà àðãóìåíòà. Ïåðâûé � èìÿ òî÷êè,
à âòîðîé � èìÿ ïðÿìîé: ∈ (x, α).
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Äëÿ äàííûõ x è α òàêàÿ �óíêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ ëèáî èñòèííûì óòâåðæäå-

íèåì (åñëè x äåéñòâèòåëüíî ïðèíàäëåæèò α), ëèáî ëîæíûì (â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå). Ïîäîáíûå ëîãè÷åñêèå �óíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ áèíàðíû (èñ-

òèíà/ëîæü) íàçûâàþòñÿ ïðåäèêàòàìè. Èõ àðãóìåíòû � ýòî ïðåäìåòíûå

âåëè÷èíû, ò.å. ñóùíîñòè ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò òåîðèÿ.

Ïðåäèêàòû ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè ÷àñòî çàïèñûâàþò â îïåðàöèîííîì

âèäå, êîãäà èìÿ ïðåäèêàòà ïîìåùàåòñÿ ìåæäó åãî àðãóìåíòàìè êàê îïå-

ðàöèÿ. Òàê, x ∈ α � ýòî òî-æå, ÷òî è ∈ (x, α).

Ïðè ïîìîùè îäíèõ ïðåäèêàòîâ (îòíîøåíèé ìåæäó îáúåêòàìè = ëîãè-

÷åñêèõ �óíêöèé = âûñêàçûâàíèé îá îáúåêòàõ) ìîæíî îïðåäåëÿòü äðó-

ãèå. Äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ �îðìàëüíûå çàìåùåíèÿ ñëîâ �È�, �ÈËÈ�, �ÍÅ�:

A&B : �È� (è A, è B, ò.å. îáà);

A ∨ B : �ÈËÈ� (èëè A, èëè B, èëè îáà, ò.å. õîòÿ áû îäíî);

¬A : �ÍÅ� (íå A; åñëè A èñòèííî, òî ¬A � ëîæíî).

Íàïðèìåð, ïðåäèêàò îò òð¼õ ñóùíîñòåé: �ïðÿìàÿ α ïðîõîäèò ÷åðåç äâå

òî÷êè x è y� ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(x, y, α) : (x ∈ α) & (y ∈ α). α
x y

Äâîåòî÷èå îçíà÷àåò, ÷òî âåçäå, ãäå âñòðå÷àåòñÿ L(x, y, α), åãî íåîáõîäèìî
çàìåíèòü íà ñòðîêó (x ∈ α) & (y ∈ α).

Ââåä¼ì åù¼ äâà ñèìâîëà � çàìåíèòåëè ñëîâ:

∀ : �ëþáîé� = �êàæäûé� = �äëÿ âñåõ� = êâàíòîð âñåîáùíîñòè

∃ : �ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí� = êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ

Òåïåðü ìîæíî çàïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ. Íà-

ïðèìåð, �ðàçà �äëÿ ëþáûõ òî÷åê x è y ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà

ïðÿìàÿ α, êîòîðàÿ ÷åðåç íèõ ïðîõîäèò� èìååò âèä:

∀x ∀y ∃α L(x, y, α),
à ïðåäèêàò ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ α è β îïðåäåëèì êàê:

α||β : ¬∃x (x ∈ α & x ∈ β).

Ïîäîáíûì îáðàçîì çàïèñûâàþòñÿ âñå àêñèîìû ãåîìåòðèè. Çàòåì ñ íè-

ìè ïðîäåëûâàþòñÿ �îðìàëüíûå ìàíèïóëÿöèè äëÿ âûâîäà íîâûõ �îðìóë.

Ïîñëå ïåðå÷èñëåíèÿ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà, ñîäåðæàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿ-

þùàÿ òåîðèè îòõîäèò íà âòîðîé ïëàí. Ïîñòðîåíèå äîêàçàòåëüñòâ è èõ

ïðîâåðêà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà êîìïüþòåðîì èëè ìàðñèàíèíîì, íè÷åãî

íå çíàþùèì î ñìûñëå áóêâ x, y, α, β, ïðåäèêàòà x ∈ α, è åìó ïîäîáíûõ.
Äîâíåñåíèå �î÷åâèäíûõ� ñóæäåíèé, íå çàëîæåííûõ â èñõîäíûå àêñèîìû,

ïðè òàêîì ïîäõîäå óæå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.
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• Â êàæäîé �îðìàëüíîé òåîðèè �èêñèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ,

ïðè ïîìîùè êîòîðûõ çàïèñûâàþò âñå óòâåðæäåíèÿ. Òàê, äëÿ �îðìóëè-

ðîâêè áîëüøèíñòâà �àêòîâ èç òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äîñòàòî÷íî òà-

êîãî �àë�àâèòà�:

0 1 x + · = ( ) ¬ & ∨ ∀ ∃
Ñèìâîëû �0�, �1� ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòíûìè êîíñòàíòàìè, îáîçíà÷àþùèìè

÷èñëà �íîëü� è �îäèí�, �x� � ïåðåìåííàÿ (ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî). Äîïîëíè-
òåëüíûå ïåðåìåííûå ìîæíî ââåñòè ïðè ïîìîùè ïîâòîðåíèé xx, xxx, è

ò.ä., êîòîðûå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àþò êàê x, y, ... èëè x1, x2, ....
Ñëîæåíèå �+� � ýòî ïðåäìåòíàÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Êàæäûì

äâóì ÷èñëàì îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òðåòüå ÷èñëî: +(x, y) èëè (x +

y). Ïðè ïîìîùè êîíñòàíòû �1� è �óíêöèè �+� îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

äðóãèõ êîíñòàíò: 2: (1+1), 3: ((1+1)+1), è ò.ä. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà � ýòî

åù¼ îäíà �óíêöèÿ x · y, èìåþùàÿ ñìûñë óìíîæåíèÿ ÷èñåë.
Ñèìâîë �=� � ýòî ïðåäèêàò, èñòèííûé èëè ëîæíûé, â çàâèñèìîñòè îò

òîãî, ðàâíû ÷èñëà èëè íåò: 2=2 � ýòî èñòèíà, 1=2 � ýòî ëîæü.

Ñêîáêè, ëîãè÷åñêèå �óíêöèè �¬ & ∨� (ÍÅ, È, ÈËÈ) è êâàíòîðû -

çàìåíèòåëè ñëîâ �âñå� ( ∀ ) è �ñóùåñòâóåò� ( ∃ ) - ïîçâîëÿþò çàïèñûâàòü
ïðîèçâîëüíûå �îðìóëû. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå óòâåðæäåíèå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðîêîé ñèìâîëîâ èç äàííîãî àë�àâèòà.

Ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ñïîñîáû (àëãîðèòìû) îòëè÷èòü ïðàâèëüíî ïî-

ñòðîåííóþ �îðìóëó: �¬(x = y)∨ (x+1 = y)� îò íåïðàâèëüíîé: �∨)¬&x�.

Ïðàâèëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå �ñèíòàêñè÷åñêè âåðíî�, à íå â ñìûñ-

ëå èñòèííî! Òàê, êîìïèëÿòîð ðàñïîçíàåò ñèíòàêñè÷åñêóþ îøèáêó, ñäå-

ëàííóþ ïðè çàïèñè ïðîãðàììû, õîòÿ ñèíòàêñè÷åñêè âåðíàÿ ïðîãðàììà

ìîæåò ðàáîòàòü è íå ïðàâèëüíî, íàïðèìåð, íèêîãäà íå îñòàíàâëèâàòüñÿ.

×åðåç ïðåäèêàò x = y îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäèêàòû �íå ðàâíî� è �ìåíüøå�:

x 6= y : ¬(x = y),
x < y : ∃z

(

z 6= 0 & z + x = y
)

.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäèêàò x < y èñòèíåí, åñëè ñóùåñòâóåò îòëè÷íîå

îò íóëÿ ÷èñëî z, äîáàâëåíèå êîòîðîãî ê x, äà¼ò y. Äâîåòî÷èåì âåçäå

îáîçíà÷àåòñÿ îïðåäåëåíèå �îðìóëû èëè óòâåðæäåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäèêàòû Even(x): �x � ÷¼òíîå ÷èñëî�
è Odd(x): �x � íå÷¼òíîå ÷èñëî�:

Even(x) : ∃y
(

x = y + y
)

, Odd(x) : ∃y
(

x = (y + y) + 1
)

,

ò.å. ÷èñëî ÷¼òíîå, åñëè ñóùåñòâóåò y, êîòîðûé ïðè ñëîæåíèè ñ ñîáîé äà¼ò
x. Â ýòîì îïðåäåëåíèè íå óêàçûâàåòñÿ êàê èñêàòü y. Îäíàêî, åñëè òàêîé

y íàõîäèòñÿ (õîòÿ áû îäèí), ïðåäèêàò Even(x) ñ÷èòàåòñÿ èñòèííûì.



1.1. ÔÎ�ÌÀËÈÇÀÖÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ 11

• Ïðåäìåòíûå �óíêöèè è ïðåäèêàòû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè àê-

ñèîì � �îðìóë, êîòîðûì îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü (áûòü èñòèííûìè).

⋄ Ñëîæåíèå â àðè�ìåòèêå îïðåäåëÿþò àêñèîìû:
∀x

[

x+ 1 6= 0
]

, ∀x ∀y
[

x+ 1 6= y + 1 ∨ x = y
]

,

∀x
[

x+ 0 = x
]

, ∀x ∀y
[

x+ (y + 1) = (x+ y) + 1
]

,

à óìíîæåíèå:

∀x
[

x · 0 = 0
]

, ∀x ∀y
[

x · (y + 1) = (x · y) + x
]

.

Ïðåäèêàò, óòâåðæäàþùèé ÷òî ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, èìååò âèä:

Prime(x) : ¬∃y∃z
[

y 6= 1 & z 6= 1 & x = y · z
]

.

Ýòî óæå îïðåäåëåíèå, èñïîëüçóþùåå �óíêöèþ óìíîæåíèÿ. �

Â�îðìóëàõ íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå ïðåäìåòíûå

ïåðåìåííûå. Ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ ñòîèò ïîä äåéñòâèåì êâàíòîðà �∃x�
èëè �∀x�. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü, ñîñòîÿùàÿ
òîëüêî èç òðåõ ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò x = {1, 2, 3}, òî:

∃xA(x) = A(1) ∨ A(2) ∨ A(3), ∀xA(x) = A(1)&A(2)&A(3).

Ïåðâîå âûðàæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî �ñóùåñòâóåò òàêîé x, ÷òî íåêèé ïðå-
äèêàò A(x) èñòèíåí�. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èñòèííî èëè A(1), èëè A(2), èëè
A(3) (õîòÿ áû ÷òî-òî îäíî èç {1, 2, 3}, êîòîðîå è �ñóùåñòâóåò�). Àíàëî-

ãè÷íî äëÿ êâàíòîðà �ëþáîé� èñòèííûìè äîëæíû áûòü è A(1), è A(2),
è A(3), ò.å. âñå. Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå â �îðìóëå ïåðåìåííîé, ñâÿçàí-

íîé ñ êâàíòîðîì, àíàëîãè÷íî èíäåêñó ñóììèðîâàíèÿ è âûðàæåíèå (ïîñëå

ÿâíîé çàïèñè �ñóììû�) îò íåå íå çàâèñèò. Êàê è ñóììàöèîííûé èíäåêñ,

ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ ìîæíî îáîçíà÷èòü ëþáîé áóêâîé, êîòîðîé åùå

íåò â âûðàæåíèè.

Ôîðìóëû áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ñ÷èòàþòñÿ ëèáî èñòèííûìè, ëèáî

ëîæíûìè. Íàïðèìåð, óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè ñàìîãî áîëüøîãî ïðî-

ñòîãî ÷èñëà:

¬∃x∀y
[

Prime(x) & Prime(y) & y 6 x
]

èñòèííî, à åãî îòðèöàíèå (íàèáîëüøåå ÷èñëî x ñóùåñòâóåò) � ëîæíî.

Êðîìå àêñèîì, çàäàþòñÿ ïðàâèëà âûâîäà � �îðìàëüíûå ñïîñîáû ïî-

ëó÷åíèÿ îäíèõ �îðìóë èç äðóãèõ. Òàêèå ïðàâèëà ñîõðàíÿþò èñòèííîñòü

âûðàæåíèé, òàê ÷òî èç èñòèííîé �îðìóëû ìîæåò áûòü âûâåäåíà òîëüêî

èñòèííàÿ �îðìóëà.

Ïðåæäå ÷åì ïîäðîáíåå èçó÷àòü ââåäåííûå ïîíÿòèÿ, íàïîìíèì îñíîâ-

íûå �àêòû èç òåîðèè ìíîæåñòâ.
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1.2 Ìíîæåñòâà

• �àçìûøëåíèÿ î ñîâîêóïíîñòÿõ îáúåêòîâ ñîçäàëî ìàòåìàòèêó è ñòà-
ëî å¼ îñíîâîé. Ìíîæåñòâî � ýòî �óíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå, îáîáùàþ-

ùåå èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå îá îáúåäèíåíèè îáúåêòîâ ïî íåêîòîðî-

ìó ïðèçíàêó. Ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ. Âñå ýëåìåíòû äàííîãî

ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû è ïîðÿäîê èõ ïåðå÷èñëåíèÿ íå âàæåí.

⋄ Ïðèìåðû: ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ìíîæåñòâî

ñèìïàòè÷íûõ äåâóøåê, ìíîæåñòâî ýòèõ òð¼õ ìíîæåñòâ. �

Ìíîæåñòâî îïðåäåëåíî, êîãäà çàäàí ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü

ñîäåðæèò ëè îíî äàííûé ýëåìåíò. Åñëè ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâó A (ñîäåðæèòñÿ â í¼ì), òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a ∈ A (ïðåäèêàò ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè a, A, êîòîðûé èñòèíåí, åñëè a

ïðèíàäëåæèò A è ëîæåí, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Åñëè ýëåìåíò a íå ïðè-

íàäëåæèò ìíîæåñòâó A, òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a 6∈ A èëè ¬(a ∈ A).

Äâà ìíîæåñòâà A è B, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, ðàâíû:

A = B (ïðåäèêàò ðàâåíñòâà).

Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìîæíî îïèñàòü, ïåðå÷èñëèâ èõ ýëåìåíòû. Â îá-

ùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî çàäà¼òñÿ ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ: A = {x| óñëîâèå}.
⋄ A = {3, 2, 1, 5, 4} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îò 1 äî 5.

A = {x|x ∈ N, 0 < x < 6} � ýòî ñíîâà íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 5. �
Åñëè êàæäûé a, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó A (a ∈ A) òàêæå ïðè-

íàäëåæèò è ìíîæåñòâó B (a ∈ B), òî ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì (÷àñòüþ) ìíîæåñòâà B. Äëÿ âûðàæåíèÿ ýòîãî ââîäèòñÿ òðåòèé

ïðåäèêàò: A ⊆ B ñî ñâîéñòâàìè:

A ⊆ A, ñàìî ñåáå ïîäìíîæåñòâî,

Åñëè (A ⊆ B) & (B ⊆ A) òî A = B,

Åñëè (A ⊆ B) & (B ⊆ C) òî A ⊆ C.

C B A

Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà ìîãóò âûñòóïàòü äðóãèå ìíîæåñòâà. Äëÿ èç-

áåæàíèÿ ïðîòèâîðå÷èé ñ÷èòàþò, ÷òî ìíîæåñòâî íå ìîæåò áûòü ñâîèì

ýëåìåíòîì: A 6∈ A.

⋄ Ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Z = { {a, b}, {a} } âûñòóïàþò äâà ìíîæåñòâà
X = {a, b} è Y = {a} . Íå ñòîèò ïóòàòü a ∈ X èëè {a} ∈ Z (ýëåìåíòû)

è {a} ⊆ X èëè {{a}} ⊆ Z (ïîäìíîæåñòâà), ãäå {{a}} � ìíîæåñòâî èç

îäíîãî ýëåìåíòà {a}, êîòîðûé åñòü ìíîæåñòâî ñ ýëåìåíòîì a. �

Ìíîæåñòâî ∅ = {}, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà: ∅ ⊆ A.
Ó ìíîæåñòâà A ñ n ýëåìåíòàìè 2n ïîäìíîæåñòâ ⋖H1, âêëþ÷àÿ A è ∅.
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• Äëÿ îáðàçîâàíèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ ââîäèòñÿ òðè �óíêöèè (îïåðàöèè),
ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå äâóì ìíîæåñòâàì, òðåòüå:

îáúåäèíåíèå: A ∪B = {x| (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)},
ïåðåñå÷åíèå: A ∩B = {x| (x ∈ A) & (x ∈ B)},
äîïîëíåíèå: A−B = {x| (x ∈ A) & (x 6∈ B)},
ñèììåòðè÷íàÿ ðàçíîñòü: A∆B = (A−B) ∪ (B−A).

Â îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ïîïàäàþò âñå ýëåìåíòû èç îáîèõ ìíîæåñòâ.

Â ïåðåñå÷åíèå � òîëüêî îáùèå äëÿ ìíîæåñòâ ýëåìåíòû, à â äîïîëíåíèå

A − B òîëüêî òå ýëåìåíòû A, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò B. Ýòè áàçî-

âûå �óíêöèè íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà-

Âåííà, â êîòîðûõ çàìêíóòàÿ îáëàñòü îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.

Îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ áóäåò ìíîæåñòâåí-

íûì ïåðåñå÷åíèåì A ∩ B (îíà çàêðàøåíà), è ò.ä.:

A

B

A ∪B

A

B

A ∩ B

A

B

A−B

A

B

A∆B

ßñíî, ÷òî A ∪ A = A, A ∩ A = A è åñëè A ⊆ B, òî A ∩ B = A. �å-

çóëüòàòîì äåéñòâèÿ �óíêöèé ìîæåò áûòü ïóñòîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð:

(A−B)∩B = ∅. Îòìåòèì ìíåìîíèêó: çíà÷îê ∪ � ýòî ÷àøêà â êîòîðóþ

�ñëèâàþòñÿ� (îáúåäèíÿÿñü) îáà ìíîæåñòâà.

Ïðè ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà-Âåííà, íåñëîæíî ìîòèâèðîâàòü ðàç-

ëè÷íûå òîæäåñòâà äëÿ ââåäåííûõ îïåðàöèé. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ïðî-

ñòîãî óïðàæíåíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñâîéñòâà êîììóòàòèâíîñòè

è àññîöèàòèâíîñòè äëÿ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ:

A ∪ B = B ∪A, (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).

è òàêîå æå äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ∩. Çàòåì äîêàçàòü (⋖H2) èõ äèñòðèáóòèâ-

íîñòü, êîòîðàÿ òàêæå âåðíà, åñëè çàìåíèòü ∪ íà ∩ è íàîáîðîò (ïîìåíÿòü
îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ìåñòàìè):

(A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Åù¼ äâà òîæäåñòâà ñ îïåðàöèåé äîïîëíåíèÿ:

A ∩ (B− C) = (A ∩ B)− (A ∩ C),

(A−B) ∪ (B−A) = (A ∪ B)− (A ∩ B)

òàêæå íåñëîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü ýòèìè äèàãðàììàìè (⋖H3).
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• Òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ïðåäèêàòû. Íàïðèìåð, íà

ìíîæåñòâå X = {x1, x2, x3, x4} èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ, çàäàäèì ïðåäèêàò

A(x) ñ îäíèì àðãóìåíòîì. Ïóñòü A(x1) =
1

, A(x2) =
O

, A(x3) =
1

,

A(x4) =
O

, ãäå

1

� ýòî èñòèíà, à

O

� ëîæü. Ýêâèâàëåíòíî, åãî ìîæíî

ñ÷èòàòü ðàâíûì ïîäìíîæåñòâó ýëåìåíòîâ A ⊆ X, äëÿ êîòîðûõ A(x)

èñòèííî:

A = {x1, x3}
x1 x2 x3 x4

• •
Îïðåäåëèì òåïåðü ïðåäèêàò B(x, y) ñ ïåðâûì àðãóìåíòîì èç ìíîæå-

ñòâà X = {x1, x2, x3}, à ñî âòîðûì � èç ìíîæåñòâà Y = {y1, y2, y3, y4, y5, y6}.
Îíè ìîãóò èìåòü ðàçíûé ñìûñë (X � ýòî òî÷êè, Y � ïðÿìûå), èëè îäèíà-

êîâûé (è X, è Y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà). Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïàð êîòîðîå íàçûâàþò ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì:

X× Y = {(x1, y1), ..., (x1, y6), (x2, y1), ..., (x2, y6), (x3, y6), ..., (x3, y6)}.
Ïðåäèêàò çàäàäèì ïîäìíîæåñòâîì B ⊆ X× Y íà êîòîðîì îí èñòèííûé:

B : { (x1, y2), (x1, y3), (x1, y4), (x1, y5), (x1, y6),

(x2, y4), (x2, y6),
(x3, y6) }

y1 y2 y3 y4 y5 y6
x1 • • • • •
x2 • •
x3 •

Òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò âñåì 18 = 3 · 6 óïîðÿäî÷åííûì ïàðàì è 8 òî-

÷åê ñòîèò òàì, ãäå B(x, y) èñòèíåí. Ïðåäèêàò B(x, y) ìîæåò îáîçíà-

÷àòü �÷èñëî x � ñîáñòâåííûé äåëèòåëü y� (x 6= y), åñëè X = {1, 2, 3},
à Y = {1, ..., 6}. Íàïðèìåð B(2, 4) èñòèííî, à B(3, 4) � ëîæíî.
Òî÷íî òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäèêàòû ñ òðåìÿ àðãóìåíòàìè (ìåæäó

òðåìÿ îáúåêòàìè): C(x, y, z) : C ⊆ X× Y× Z è ò.ä.

• Åñëè áèíàðíûé (ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè) ïðåäèêàò F (x, y) äëÿ êàæäîãî

x ∈ X èñòèíåí äëÿ íå áîëåå îäíîãî y ∈ Y, åãî íàçûâàþò �óíêöèîíàëü-

íûì. Îí îïðåäåëÿåò �óíêöèþ y = f(x), êîòîðàÿ ýëåìåíòó x ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y:

Y

•

X •
•

x x1 x2 x3 x4

y = f(x) y1 y1 y3

Åñëè â òàáëèöå ïðåäèêàòà åñòü ïóñòûå ñòðî÷êè, òî ýòî ÷àñòè÷íî îïðå-

äåë¼ííàÿ (íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x) �óíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî, ïðåäèêàò

F (x, y, z) ìîæåò îïðåäåëÿòü �óíêöèþ z = f(x, y) è ò.ä.
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• Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà (èìåþùèå êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ) ÿâëÿ-

þòñÿ î÷åíü êîíñòðóêòèâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Èõ ìîæíî

(ïî êðàéíåé ìåðå â ïðèíöèïå) �èçîáðàçèòü� íà áóìàãå èëè â ïàìÿòè

êîìïüþòåðà. Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ìíîæåñòâàìè áåñêîíå÷íûìè. Íàïðè-

ìåð, íå ñóùåñòâóåò �ñàìîãî áîëüøîãî� íàòóðàëüíîãî ÷èñëà è ìíîæåñòâî

N = {0, 1, 2, ...} áåñêîíå÷íî.
�àçëè÷àþò ïîòåíöèàëüíóþ è àêòóàëüíóþ áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðâàÿ ïîä-

ðàçóìåâàåò, ÷òî êîíêðåòíîå ÷èñëî x ∈ N ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëü-

øèì. Àêòóàëüíàÿ áåñêîíå÷íîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë èëè âñåõ òî÷åê îòðåçêà [0...1], êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ìà-

òåìàòè÷åñêèé îáúåêò (çàêîí÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü). Ñ àêòóàëüíûìè áåñ-

êîíå÷íîñòÿìè ñâÿçàíû îïðåäåë¼ííûå ïðîáëåìû, îäíàêî ñåé÷àñ ìû èõ îá-

ñóæäàòü íå áóäåì, à ââåä¼ì ïîíÿòèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè âñå åãî ýëåìåíòû ìîæíî ïðî-

íóìåðîâàòü, ò.å. êàæäîìó ýëåìåíòó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óíè-

êàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

⋄ Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N = {0, 1, 2, ...} ñ÷¼òíî.
Íàïðèìåð, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ ÷¼òíûå ÷èñëà ìîæíî ïðîíó-

ìåðîâàòü, ïåðå÷èñëèâ èõ êàê {0, 2, 4, ...} èëè ïðè ïîìîùè �óíêöèè ñîîò-
âåòñòâèÿ f(n) = 2n òàêîé, ÷òî f(0) = 0, f(1) = 2, f(2) = 4,....

⋄ Ñ÷¼òíû öåëûå ÷èñëà, êîòîðûõ êàæåòñÿ �áîëüøå�, ÷åì íàòóðàëüíûõ.

Èõ ïåðå÷èñëåíèå òàêîå: {0,−1, 1,−2, 2,−3, 3, ...} èëè ïðè ïîìîùè �óíê-
öèè f(n), ðàâíîé n/2 ïðè ÷¼òíûõ n è −(n+ 1)/2 � ïðè íå÷¼òíûõ.

⋄Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q � ýòî âñå íåñîêðàòèìûå äðîáè p/q,
ãäå p, q ∈ N è q 6= 0. Êàæäîìó ÷èñëó p/q ìîæíî ïðèñâîèòü óíèêàëüíûé

íîìåð n = 2p · 3q, ïîýòîìó ìíîæåñòâî Q ñ÷¼òíî. Òàê êàê ëþáîå ÷èñëî

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè, òî ïî äàííîìó n

ìîæíî ïîëó÷èòü p, q è íàîáîðîò. Çàìåòèì, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (êàê
è öåëûå) íåëüçÿ ïåðå÷èñëèòü ïî âîçðàñòàíèþ è ââåäåííàÿ íóìåðàöèÿ

äà¼ò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {0, 1, 2, 1/2, 3, 4, 1/3, 3/2, ...}.
⋄ Ñ÷¼òíî ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê êîíå÷íîé äëèíû, ñîñòîÿùèõ èç áóêâ

êîíå÷íîãî àë�àâèòà. Òàêèå ñòðîêè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ñíà÷àëà ïî äëèíå

(ñòðîêè èç îäíîãî ñèìâîëà, ñòðîêè èç äâóõ ñèìâîëîâ è ò.ä.), à ñòðîêè îäè-

íàêîâîé äëèíû îòñîðòèðîâàòü ïî àë�àâèòó (ëåêñîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê).

Êàæäàÿ ñòðîêà â òàêîì ñïèñêå èìååò ñâîé ïîðÿäêîâûé íîìåð.

⋄ Ëþáûå îïðåäåëåíèÿ, �îðìóëû, äîêàçàòåëüñòâà è àëãîðèòìû ñ÷¼òíû,

ò.ê. ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ñòðîêàìè èç áóêâ êîíå÷íîãî àë�àâèòà. �
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1.3 Àëãåáðà ëîãèêè

• Â áèíàðíîé (äâîè÷íîé) ëîãèêå êàæäîìó óòâåðæäåíèþ ïðèïèñûâàåò-

ñÿ îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: èñòèíà (

1

) èëè ëîæü (

O

). Êîíñòàíòíîå óòâåð-

æäåíèå (A : �ñåé÷àñ èäåò äîæäü�) íàçûâàåòñÿ âûñêàçûâàíèåì. Óòâåð-

æäåíèå ìîæåò çàâèñåòü îò ïåðåìåííûõ P (x) : x > 0. Òàêèå ïåðåìåííûå

óòâåðæäåíèÿ (=ïðåäèêàòû) èñòèííû ïðè îäíèõ x è ëîæíû ïðè äðóãèõ.

Ýòî î÷åíü îãðàíè÷åííàÿ ìîäåëü �÷åëîâå÷åñêîé ëîãèêè�. Âûñêàçûâàíèå

�ñåé÷àñ èä¼ò äîæäü� èñòèííî èëè ëîæíî, è òðåòüåãî íå äàíî. Õîòÿ äëÿ

ìíîãèõ �îäíà äîæäèíêà � åù¼ íå äîæäü�. Òåì íå ìåíåå, â �îðìàëüíûõ

òåîðèÿõ, òàêèõ êàê ìàòåìàòèêà, áèíàðíîé ëîãèêè âïîëíå äîñòàòî÷íî.

Ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ (âûñêàçûâàíèÿ, ïðåäèêàòû) îáúåäèíÿþò â áî-

ëåå ñëîæíûå ïðè ïîìîùè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê (=îïåðàöèé) ¬, &, ∨, ≡.
Ýòè ñâÿçêè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè, àðãóìåíòû è çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðè-

íàäëåæàò ìíîæåñòâó {
1

,
O

}.
Ëîãè÷åñêîå �ÈËÈ� A ∨ B èñòèííî, åñëè èñòèííî èëè A èëè B èëè

îáà (õîòÿ áû îäíî). Ïðåäñòàâèì ýòî óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè òàáëèöû

èñòèííîñòè, ãäå â êîëîíêàõ A è B ïåðå÷èñëåííû âñå âàðèàíòû çíà÷åíèé

èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèé A è B, à ïîä ñèìâîëîì ∨ íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàò
ëîãè÷åñêîé îïåðàöèè A ∨B (îíà íàçûâàåòñÿ òàêæå äèçúþíêöèåé):

A ∨ B
�ÈËÈ�,

äèçúþíêöèÿ

A ∨ B

O O O

O

1 1

1 1

O

1 1 1

X

A(x)
B(x)

Òàê

O

∨
O

� ýòî

O

, à

O

∨
1

� ýòî

1

. Ñïðàâà êðóãàìè èçîáðàæåíû îáëàñòè

èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ A(x) è B(x) íà ïëîñêîñòè âñåõ çíà÷åíèé x ∈ X.

Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü � ýòî ðåçóëüòèðóþùèé ïðåäèêàò A(x)∨B(x).

Ëîãè÷åñêîå �È� èëè êîíúþíêöèÿ èñòèííî, òîëüêî åñëè èñòèííû îáà

âûñêàçûâàíèÿ:

A&B
�È�,

êîíúþíêöèÿ

A & B

O O O

O O

1

1

O O

1 1 1

X

A(x)
B(x)

Ïðåäèêàò êîíúþíêöèè A(x) &B(x) èñòèíåí â îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíî-

æåñòâ èñòèííîñòè A(x) è B(x).
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Îïåðàöèÿ ëîãè÷åñêîãî îòðèöàíèÿ ìåíÿåò èñòèíó íà ëîæü è íàîáîðîò,

ò.å. ¬
1

ýòî

O

, à ¬
O

� ýòî

1

. Êðîìå ñèìâîëà ¬, ÷àñòî áóäåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ ÷åðòà ñâåðõó (Ā � òîæå, ÷òî è ¬A):

¬A, Ā îòðèöàíèå

¬ A

1

O

O

1

X

A(x)

Åñëè äâà ëîãè÷åñêèõ âûðàæåíèÿ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ èñòèí-

íîñòè èëè ëæè, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû:

A ≡ B
òîæäåñòâî,

ýêâèâàëåíòíîñòü

A ≡ B

O

1

O

O O

1

1

O O

1 1 1

X

A(x)

B(x)

Ýêâèâàëåíòíîñòü A ≡ B ïîõîæà íà ðàâåíñòâî x = y, îäíàêî ìû áóäåì

èõ ðàçëè÷àòü. Íàïðèìåð, â àðè�ìåòèêå (x = y) ≡ (y = x), ãäå x, y ∈ N,

à x = y � ýòî ïðåäèêàò ðàâåíñòâà (èñòèííûé èëè ëîæíûé).

Ëîãè÷åñêàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ èç 4 = 22 ñèìâîëîâ
1

èëè

O

. Äëÿ ëîãè÷åñêîãî ÈËÈ ýòà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èìååò âèä

O

111

, à äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè

1

OO

1

. Âîçìîæíî

16 = 24 ïîäîáíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (äâîè÷íûõ ÷èñåë ñ 4-ìÿ ðàçðÿäà-
ìè) ⋖H1. Êàê ìû óâèäèì äàëüøå, ëþáóþ ëîãè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî

âûðàçèòü ÷åðåç ñâÿçêè &,∨,¬.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàçäåëèòåëüíîå �ÈËÈ� A ⊕ B : �îíà

ëþáèò èëè Êîëþ èëè Âàñþ� (íî íå îáîèõ). Îíî îòëè÷íî îò îáúåäèíÿþ-

ùåãî �ÈËÈ� A ∨ B, êîòîðîå èñòèííî è êîãäà èñòèííû îáà âûñêàçûâàíèÿ.

ðàçäåëèòåëüíîå ÈËÈ :

(A & B̄) ∨ (Ā & B),

à ìîæíî è òàê:

(A ∨ B) & (Ā ∨ B̄).

A ⊕ B

O O O

O

1 1

1 1

O

1

O

1

X

A(x)
B(x)

Òàê, ïîäñòàíîâêà ïîñëåäíåé ñòðîêè â òàáëèöå èñòèííîñòè âî âòîðóþ �îð-

ìóëó äà¼ò: (
1

∨
1

) & (
1̄

∨
1̄

) ≡
1

&(
O

∨
O

) ≡
1

&
O

≡
O

. Îòìåòèì, ÷òî:

A ∨ B ≡ A⊕ B ⊕ (A&B), ¬A ≡ A⊕
1

,

ò.å. âñå ñâÿçêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ⊕, & è

1

(ò.í. ïîëèíîìû Æåãàëêèíà).
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• Ëþáóþ ëîãè÷åñêóþ �îðìóëó (=âûðàæåíèå) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå äåðåâà, çàäàþùåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé:

A ∨ ¬A :

∨

A ¬

A

(A&B) ∨ C :

∨

&

A B

C

Â âåðøèíå äåðåâà ñòîèò ïîñëåäíÿÿ âû÷èñëÿþùàÿñÿ �óíêöèÿ, à âíèçó,

íà �ëèñòüÿõ� � âûñêàçûâàíèÿ. Âû÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ èä¼ò ñíèçó-ââåðõ.

Ââåä¼ì ñîãëàøåíèå î ïðèîðèòåòàõ ëîãè÷åñêèõ �óíêöèé:

ñàìûé âûñîêèé ïðèîðèòåò ó îòðèöàíèÿ �¬�, ÷óòü íèæå ó �&� è åù¼
íèæå ó �∨�; ñàìûé íèçêèé ïðèîðèòåò ó ýêâèâàëåíòíîñòè �≡�.

Åñëè íà ïðèîðèòåòû íå ïîëàãàþòñÿ, òî èñïîëüçóþò ñêîáêè. Íàïðèìåð,

�îðìóëà A&B∨¬C &D � ýòî òîæå, ÷òî è (A&B)∨ ((¬C) &D), à �îð-
ìóëà A ∨B ≡ C &D � ýòî (A ∨B) ≡ (C &D).

• Ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå, èñòèííîå ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â
íåãî âûñêàçûâàíèé, íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìûì èëè òàâòîëîãèåé. Äîêà-

æåì, íàïðèìåð, îáùåçíà÷èìîñòü ñëåäóþùåé �îðìóëû:

A&(A ∨B) ≡ A.

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì å¼ òàáëèöó èñòèííîñòè. Âûñêàçûâàíèÿ ïðèíèìàþò

çíà÷åíèå

O

è

1

. Åñëè A ≡
O

, òî B ìîæåò áûòü ðàâíî

O

èëè

1

. Àíà-

ëîãè÷íî äëÿ A ≡
1

. Ýòî äà¼ò ÷åòûðå âàðèàíòà, êîòîðûå ïîäïèøåì ïîä

âûñêàçûâàíèÿìè, âõîäÿùèìè â �îðìóëó. Çàòåì ïîä êàæäîé ëîãè÷åñêîé

ñâÿçêîé (ñíà÷àëà ∨, çàòåì &) áóäåì ïîäïèñûâàòü å¼ ðåçóëüòàò:

A & (A ∨ B) ≡ A

O O O O

O O

1

O

1 1

O

1

1 1 1 1

A & (A ∨ B) ≡ A

O O O O O O

O O O

1 1

O

1 1 1 1

O

1

1 1 1 1 1 1

Îñòàëîñü ñðàâíèòü ïîä÷¼ðêíóòûå çíà÷åíèÿ. Òàê êàê îíè ñîâïàäàþò, â

êîëîíêå ≡ âåçäå íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü

1

, ò.å. ýòî òàâòîëîãèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî óïðàæíåíèÿ (⋖H4) ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

�îðìóëà A ∨ ¬A òàêæå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Îíà èìååò ñìûñë çàêîíà

èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî (�èëè A èëè íå A�). Íà ìåñòå A ìîæåò ñòîÿòü êàê

êîíñòàíòíîå âûñêàçûâàíèå �ñåé÷àñ èäåò äîæäü�, òàê è ïðåäèêàò. Íàïðè-

ìåð: (x = y) ∨ ¬(x = y), ò.å. x èëè ðàâíî èëè íå ðàâíî y.
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• Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî �îðìóë, èìåþùèõ îäèíàêîâûå òàáëèöû èñ-

òèííîñòè. Ñîåäèíåíèå èõ ñèìâîëîì ýêâèâàëåíòíîñòè �≡� ïðèâîäèò ê òàâ-
òîëîãèÿì. ×àñòü èç íèõ ñîñòàâëÿåò áóëåâó àëãåáðó.

Òàê, ëîãè÷åñêèå �È�, �ÈËÈ� � ñèììåòðè÷íû è àññîöèàòèâíû:

A&B ≡ B&A, A&(B&C) ≡ (A&B) &C,

A ∨B ≡ B ∨ A, A ∨ (B ∨ C) ≡ (A ∨B) ∨ C.

Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè:

A&(B ∨ C) ≡ (A&B) ∨ (A&C),

A ∨ (B&C) ≡ (A ∨B) & (A ∨ C)

è áîëåå ñïåöè�è÷åñêèå ñâîéñòâà ïîãëîùåíèÿ:

A&A ≡ A, A&(A ∨B) ≡ A,

A ∨ A ≡ A, A ∨ (A&B) ≡ A.

Ñïðàâåäëèâ çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ è ïðàâèëà äå-Ìîðãàíà:

¬(¬A) ≡ A, ¬(A&B) ≡ ¬A ∨ ¬B,
¬(A ∨B) ≡ ¬A&¬B.

Â àëãåáðó ìîæíî ââåñòè êîíñòàíòû: �

1

� (èñòèíà), �

O

� (ëîæü) è çàïèñàòü

çàêîí èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî â äâóõ �îðìàõ:

A&¬A ≡
O

, A ∨ ¬A ≡
1

,

à òàêæå ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ:

A&
O

≡
O

, A&
1

≡ A, A∨
1

≡
1

, A∨
O

≡ A.

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñèììåòðè÷íîñòü âñåõ �îðìóë îòíîñèòåëüíî

ïåðåñòàíîâêè & è ∨, ñ îäíîâðåìåííîé çàìåíîé
O

íà

1

è íàîáîðîò.

⋄ Ïðîâåä¼ì ïðè ïîìîùè ýòèõ òîæäåñòâ óïðîùåíèå ñëåäóþùåãî ëîãè-

÷åñêîãî âûðàæåíèÿ:

A & (Ā ∨ B) ≡ (A& Ā) ∨ (A&B) ≡
O

∨ (A&B) ≡ A & B,

ãäå ñíà÷àëà èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè êîíúþíêöèè (&),

çàòåì çàêîí èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî è òîæäåñòâî

O

∨A ≡ A. Íåïðåðûâ-
íàÿ öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíîñòåé îñíîâàíà íà ñâîéñòâå òðàíçèòèâíîñòè:

åñëè A ≡ B è B ≡ C, òî A ≡ C, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ êàê A ≡ B ≡ C.

Àíàëîãè÷íî ñòîèò äîêàçàòü, ÷òî A ∨ (Ā & B) ≡ A ∨ B. �
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1.4 Èìïëèêàöèÿ è ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå

• Âàæíà òàêæå ñâÿçêà A→ B, íàçûâàåìàÿ èìïëèêàöèåé. Îíà ëîæíà

òîëüêî äëÿ êîìáèíàöèè

1

→
O

, ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê �èç èñòèíû

íåëüçÿ ïîëó÷èòü ëîæü�. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíà èñòèííà:

A → B èìïëèêàöèÿ

A → B

O

1

O

O

1 1

1

O O

1 1 1

X
A(x)

B(x)

Èç èñòèíû �ñëåäóåò� èñòèíà, ïîýòîìó

1

→
1

ýòî

1

. Èç ëæè ìîæíî âû-

âåñòè ÷òî óãîäíî, ïîýòîìó

O

→
O

è

O

→
1

ñ÷èòàþòñÿ èñòèííûìè.

Àðãóìåíòû èìïëèêàöèè íàçûâàþòñÿ ïîñûëêîé è ñëåäñòâèåì.

Äëÿ âûñêàçûâàíèé èíòåðïðåòàöèÿ èìïëèêàöèè, êàê ñëåäîâàíèÿ âû-

ãëÿäèò ñòðàííîé. Òàê (2 · 2 = 4) → �Ñîëíöå ýòî çâåçäà� � èñòèííàÿ

�îðìóëà, õîòÿ ïîñûëêà è ñëåäñòâèå ìåæäó ñîáîé íè êàê íå ñâÿçàíû.

Ëó÷øå ñèòóàöèÿ äëÿ ïðåäèêàòîâ. Íàïðèìåð, â àðè�ìåòèêå ïðè ëþáîì

x èñòèííî óòâåðæäåíèå: �åñëè x < 2, òî x < 4�, èëè (x < 2) → (x < 4).

Êîãäà ïîñûëêà èñòèííà (x = 1), èñòèííî è ñëåäñòâèå. Åñëè æå ïîñûëêà

ëîæíà, òî ñëåäñòâèå ìîæåò áûòü êàê èñòèííûì (ïðè x = 3), òàê è ëîæ-

íûì (ïðè x = 5). Ýòè ñëó÷àè ñîîòâåòñòâóþò ñòðî÷êàì òàáëèöû èñòèí-

íîñòè, ãäå ñòîèò

1

. �Ìåíåå ïðàâèëüíîå� óòâåðæäåíèå (x > 2) → (x < 4)
ëîæíî ïðè x = 5.

Ñòîèò ãðà�è÷åñêè ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà

A(x) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B(x), òî èõ èìïëèêàöèÿ A(x) → B(x)

âñåãäà èñòèííà è íàîáîðîò. Òàê îáñòîèò äåëî äëÿ �(x < 2) → (x < 4)�.
Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ èìïëèêàöèè èìååò ñìûñë ñëåäîâàíèÿ.

Ïðè ïîìîùè òàáëèö èñòèííîñòè ìîæíî ïîêàçàòü (⋖H5), ÷òî èìïëè-

êàöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè (ïðèîðèòåò �→�

ñ÷èòàåì áîëüøèì, ÷åì ó �≡� è ìåíüøèì, ÷åì ó �∨, & ¬� ):

A→ B ≡ ¬A ∨B.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíîñòü A ≡ B èìååò òàêóþ æå òàáëèöó èñòèí-

íîñòè, êàê è (A→ B) & (B → A), ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñëåäîâàíèå

â îáå ñòîðîíû. Â ÷àñòíîñòè �îðìóëà

(A ≡ B) ≡ (A→ B) & (B → A)

âñåãäà èñòèííàÿ (îáùåçíà÷èìàÿ), ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.
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• Ïóñòü P = P (A,B(x), ...) è Q = Q(A,C(x, y), ...) �îðìóëû, çàâèñÿ-
ùèå îò âûñêàçûâàíèé è ïðåäèêàòîâ. Ýòè �îðìóëû ðàâíû

1

èëè

O

ïðè

îïðåäåë¼ííûõ çíà÷åíèÿõ, âõîäÿùèõ â íèõ ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèé.

Åñëè âñåãäà, êîãäà P èñòèííî, èñòèííî è Q, òî ãîâîðÿò,

÷òî èç óòâåðæäåíèÿ P ëîãè÷åñêè ñëåäóåò óòâåðæäåíèå Q.
Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ òàê: P ⇒ Q.

Q
P

Íàïðèìåð:

A ⇒ A ∨B, A&B ⇒ A.

Òàê, ïåðâîå ñëåäîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè A èñòèííî, òî äëÿ ëþáîãî B,
äèçúþíêöèÿ A ∨B áóäåò èñòèííîé. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (⋖H6):

Åñëè P ⇒ Q, òî �îðìóëà P → Q � ýòî òàâòîëîãèÿ è íàîáîðîò.

Íàïðèìåð, �îðìóëà A → (A ∨ B) � îáùåçíà÷èìà. Èìïëèêàöèÿ P → Q
(áèíàðíàÿ �óíêöèÿ), â îòëè÷èå îò ñëåäîâàíèÿ P ⇒ Q, îïðåäåëåíà è

êîãäà P ëîæíî. Ïðè ëîãè÷åñêîì æå ñëåäîâàíèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ èñòèí-

íîñòü ïîñûëêè. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî modus ponens:

(MP)
P, P → Q ⇒ Q,

îçíà÷àþùåå, ÷òî åñëè îáå ïîñûëêè P è P → Q èñòèííû, òî èñòèííà è

�îðìóëà Q. Åñëè P ≡
O

, òî Q � ýòî

1

èëè

O

. Ñòîèò ïðîâåðèòü (⋖H7)

îáùåçíà÷èìîñòü �îðìóëû P &(P → Q)→ Q.

Ñëåäñòâèå îáëàäàåò òðàíçèòèâíîñòüþ:

åñëè P ⇒ X è X ⇒ Q, òî P ⇒ Q.

Ñëåäñòâèå â îáùåì ñëó÷àå íå ñèììåòðè÷íî. Òàê, A ⇒ A∨B ñïðàâåä-

ëèâî òîëüêî â îäíó ñòîðîíó è èç A∨B íå ñëåäóåò A (ïîýòîìó A∨B → A
íå òàâòîëîãèÿ ⋖H8). Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò è ñëåäîâàíèÿ â îáå ñòî-

ðîíû: ⇔. Íàïðèìåð: A ∨B ⇔ B ∨ A èëè äâóõñòîðîííåå ïðàâèëî:

A&B ⇔ A, B.

Âïðàâî, ýòî A&B ⇒ A, âëåâî îíî îçíà÷àåò: êîãäà îáå ïîñûëêè A è B
èñòèííû, èñòèííà è èõ êîíúþíêöèÿ.

Q
X

P

Äâóõñòîðîííèé âûâîä P ⇔ Q àíàëîãè÷åí �óíêöèè ýêâèâà-

ëåíòíîñòè P ≡ Q. Óòâåðæäåíèÿ: �åñëè P , òî Q è íàîáîðîò�,

�P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q� îçíà÷àþò P ⇔ Q.

Åñëè P ⇒ X ⇒ Q, òî P íàçûâàþò äîñòàòî÷íûì óñëîâè-

åì, à Q � íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ X. Êîãäà íåîáõîäèìîå

è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ñîâïàäàþò, òî îíè ñîâïàäàþò è ñ X: P ≡ Q ≡ X.
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• Áîëüøèíñòâî ðàññóæäåíèé â ìàòåìàòèêå ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïðÿ-

ìûå è îáðàòíûå. Ïîëó÷åíèå ïî (MP) èç äâóõ �îðìóë P è P → Q òðåòåé

�îðìóëûQ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðÿìîãî ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Åù¼ îä-

íî, áîëåå ìîùíîå, ïðàâèëî ïðÿìîãî ñëåäîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ðåçîëþöèåé:

(Res) P ∨ S, ¬P ∨Q ⇒ S ∨Q.

Äåéñòâèòåëüíî: òàê êàê P è ¬P íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî èñòèííûìè,

à ïîñûëêè P ∨ S è ¬P ∨Q èñòèííû ïî îïðåäåëåíèþ, òî èñòèííî S èëè

Q. Åñëè S � ëîæíî, ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé (MP). Ñòîèò òàêæå

ïðîâåðèòü (⋖H9), ÷òî (P ∨ S) & (¬P ∨Q) → S ∨Q � ýòî òàâòîëîãèÿ.

Âàðèàíòîì ðåçîëþöèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä öåïî÷åê èìïëèêàöèé:

P → S, S → Q ⇒ P → Q.

Åñëè â êàæäîé �îðìóëå âûðàçèòü èìïëèêàöèþ ÷åðåç äèçúþíêöèþ (çà-

ìåíèòü P → S íà ¬P ∨ S), òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäîâàíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ðå-

çîëþöèåé òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèé: ¬P ∨S, ¬S∨Q Res⇒ ¬P ∨Q.

P1 P2

Q

P
Ìåòîä ðàçáîðà ñëó÷àåâ � åù¼ îäèí ïðèìåð ïðÿìûõ ðàñ-

ñóæäåíèé. Ïóñòü èç P íåîáõîäèìî âûâåñòè Q. �àññìîòðèì

íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, íàïðèìåð, P1 è P2, îáúåäèíåíèå êî-

òîðûõ ðàâíî P . �îâîðÿò, ÷òî P1 è P2 ïîêðûâàþò âñå âîçìîæ-

íûå ñëó÷àè. Åñëè èç êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ Pi ñëåäóåò Q, òî
îíî ñëåäóåò è èç P = P1 ∨ P2:

P1 ∨ P2, P1 → Q, P2 → Q ⇒ Q.

⊳ Äîêàæåì ýòî ïðàâèëî ïðè ïîìîùè ðåçîëþöèè:

P1 ∨ P2, ¬P1 ∨Q, ¬P2 ∨Q
Res⇒ P2 ∨Q, ¬P2 ∨Q

Res⇒ Q.

Ôîðìóëà è å¼ îòðèöàíèå ïîä÷¼ðêíóòû. Â ïåðâîì âûâîäå ýòî P1 è èç

�îðìóë P1 ∨ P2 è ¬P1 ∨Q ñëåäóåò P2 ∨Q. Âî âòîðîì âûâîäå �îðìóëà è

å¼ îòðèöàíèå � ýòî P2, à ðåçîëþöèÿ ïðèâîäèò ê Q ∨Q ⇔ Q. �

Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå íå�îðìàëüíîãî ïðèìåðà ïðîñòóþ òåîðåìó:

Åñëè ÷èñëà x, y ∈ N èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü, òî x+ y � ÷¼òíî.

⊳ �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: P1 : Even(x) &Even(y) è P2 : Odd(x) &Odd(y).
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû P1 ∨ P2 ÿâëÿåòñÿ ïîñûëêîé.

Ïî îïðåäåëåíèþ Even(x) è P1, ñóùåñòâóþò òàêèå n,m ∈ N, ÷òî x = 2n
è y = 2m. Òîãäà x + y = 2(n + m) � ÷¼òíî (Q). Âî âòîðîì ñëó÷àå P2 :
x = 2n + 1, y = 2m + 1 è x + y = 2(n +m + 1) òàêæå ÷¼òíî (ñíîâà Q).

Ïîýòîìó òåîðåìà èñòèííà. �
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X

¬Q
Q

P

• Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî � èñêëþ÷èòåëüíî

âàæíûé îáðàòíûé ìåòîä. Â í¼ì, âìåñòî ïðÿìîãî çàêëþ-

÷åíèÿ P ⇒ Q, ïîêàçûâàþò, ÷òî P è îòðèöàíèå Q ïðîòè-

âîðå÷èâû, ò.å. èç íèõ ñëåäóåò âñåãäà ëîæíîå óòâåðæäåíèå,

ïîäîáíîå A&¬A ≡
O

:

P & ¬Q →
O

⇔ P → Q.

Íà ðèñóíêå îáëàñòü èñòèííîñòè �îðìóëû P ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì

îáëàñòè èñòèííîñòè Q, ïîýòîìó îòðèöàíèå Q (ñåðûé öâåò) è P íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ (P &¬Q ≡
O

). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ¬(P &¬Q) ≡ P → Q.
Äàäèì òàêæå �îðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäà îò ïðîòèâíîãî.

⊳ Ïóñòü P &¬Q →
O

èñòèííî. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èìïëèêàöèè

P &¬Q ëîæíî. Äëÿ {P, Q} âîçìîæíî 3 âàðèàíòà {
O

,
O

}, {
O

,
1

} è

{
1

,
1

}. Äëÿ âñåõ íèõ P → Q èñòèííî. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëîãè÷åñêîãî ñëå-

äîâàíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. �

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî ýòî î÷åíü ìîùíûé ìåòîä. Ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî òîëüêî

äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî.

Êîñâåííîå äîêàçàòåëüñòâî � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà îò ïðîòèâíî-

ãî. Â í¼ì, âìåñòî P → Q, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ¬Q → ¬P . Åñëè ýòî òàê, òî

çíà÷èò ñïðàâåäëèâî è P → Q:

¬Q → ¬P ⇔ P → Q.

Ôàêòè÷åñêè ¬Q→ ¬P ðàâíî Q ∨ ¬P , ÷òî ýêâèâàëåíòíî P → Q.

Ïîäîáíûé ìåòîä âûâîäà ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òðèâèàëüíîé òàâòîëîãèåé.

Îäíàêî ýòî íå òàê. Íà ïðàêòèêå áåðóò îòðèöàíèå ¬Q. Èç ýòîé �îðìóëû
ëîãè÷åñêè âûâîäÿò (èíîãäà äîâîëüíî ñëîæíûì îáðàçîì) �îðìóëó ¬P .
Åñëè ïîñòðîåí âûâîä ¬Q ⇒ ¬P , òî, êàê ìû âèäåëè âûøå, �îðìóëà

¬Q→ ¬P îêàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé. Èìåííî íà ýòîì ýòàïå, ïðè ïîìîùè

êîñâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà, âûâîäèòñÿ P → Q. Íàêîíåö, åñëè ïîñûëêà P

ñ÷èòàåòñÿ èñòèííîé, òî ïî ïðàâèëó (MP) èç P è P → Q âûâîäèòñÿ Q.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð ðàññóæäåíèÿ îò ïðîòèâíîãî, äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî

√
2 � èððàöèîíàëüíî, ò.å. íå ïðåäñòàâèìî â âèäå n/m, ãäå n,m ∈ N.

⊳ Â êà÷åñòâå P âûñòóïàþò ñòàíäàðòíûå àêñèîìû àðè�ìåòèêè.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü Q :
√
2 6= n/m, ãäå n/m íåñîêðàòèìàÿ äðîáü.

Ïóñòü ¬Q :
√
2 = n/m. Òîãäà n2 = 2m2

è ñëåäîâàòåëüíî n � ÷¼òíî, ò.å.

n = 2k. Íî òîãäà (2k)2 = 2m2
èëè m2 = 2k2, ò.å. m � òàêæå ÷¼òíî, à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò íåñîêðàòèìîñòè äðîáè n/m. Ïîýòîìó Q èñòèííî. �
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1.5 Êâàíòîðû

• Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ íà÷èíàåòñÿ, êîãäà â ïðåäìåòíóþ òåîðèþ ñ

áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñóùíîñòåé ââîäÿòñÿ êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ∃ è
âñåîáùíîñòè ∀. Â îãðàíè÷åííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè, îíè ñëóæàò ëèøü

ñîêðàùåíèåì äëÿ êîíå÷íîé öåïî÷êè ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê �∨� è �&�. Â îá-

ùåì æå ñëó÷àå êâàíòîðû ïðåâðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íûå êîíñòðóêöèè âè-

äà:

∃xA(x) ≡ A(x1) ∨ A(x2) ∨ A(x3) ∨ ...,

∀xA(x) ≡ A(x1) &A(x2) &A(x3) & ...,

ãäå {x1, x2, x3, ...} � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé x (âñå

ïðåäìåòíûå ñóùíîñòè). Âûðàæåíèå ∃xA(x) èñòèííî, åñëè ñóùåñòâóåò õî-
òÿ áû îäèí ïðåäìåò xi äëÿ êîòîðîãî ïðåäèêàò A(xi) èñòèíåí. Àíàëîãè÷íî

âûðàæåíèå ∀xA(x) èñòèííî, åñëè ïðåäèêàò A(x) èñòèíåí äëÿ âñåõ ïðåä-
ìåòîâ (è äëÿ ïåðâîãî, è äëÿ âòîðîãî, è ò.ä.)

Îïðåäåëèòü èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü ïîäîáíûõ âûðàæåíèé ïðè ïî-

ìîùè òàáëèö èñòèííîñòè ïðîáëåìàòè÷íî.

Èíîãäà, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäòâåðæäàþùèé èëè îïðîâåðãàþùèé ïðè-

ìåð íàõîäèòñÿ áûñòðî. Íàïðèìåð, åñëè âñå A(xi) ïðè i < 100000 èñòèíû,
à A(x1000000) ëîæåí, òî è âûðàæåíèå ∀xA(x) áóäåò ëîæíî. È íàîáîðîò,

ïåðâîå æå èñòèííîå A(xi) ñäåëàåò èñòèííûì óòâåðæäåíèå ∃xA(x).
Îäíàêî, ÷àñòî ïåðåáîð ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò íå ïðèâîäèò ê îïðîâåð-

ãàþùåìó äëÿ ∀xA(x) èëè ïîäòâåðæäàþùåìó äëÿ ∃xA(x) ïðèìåðó. Â ðå-

çóëüòàòå, îïðîâåðãíóòü âûñêàçûâàíèå òèïà ∀xA(x), ïðè ïîìîùè òàáëèö
èñòèííîñòè ìîæíî, à âîò äîêàçàòü åãî òàêèì îáðàçîì � íåëüçÿ (ïîëó-

ðàçðåøèìîñòü òåîðèè ïðåäèêàòîâ). Íèêòî íå ñïîñîáåí áåñêîíå÷íî äîëãî

îöåíèâàòü ïðåäèêàòû è ïîíÿòèå èñòèííîñòè, îñíîâàííîå íà ñîîòâåòñòâó-

þùèõ òàáëèöàõ, ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ïðèìåíèìûì ê ïîäîáíûì �îðìóëàì.

⋄ Íàïðèìåð, ïî òåîðåìå Ôåðìà, äëÿ âñåõ n > 2 íåëüçÿ íàéòè òàêèõ

x, y, z ∈ N, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü îáîáùåííàÿ �îðìóëà Ïè�àãîðà:

∀n ∀x ∀y ∀z
(

(n > 2)& (x > 0)& (y > 0) → (xn + yn 6= zn)
)

.

Ìîæíî âûÿñíèòü èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü êàæäîãî ïðåäèêàòà: n > 2,

x > 0, xn + yn = zn ïðè äàííûõ n, x, y, z. Îäíàêî ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü
äëÿ âñåé �îðìóëû â öåëîì òàê êàê ïðèøëîñü áû ïðîñìîòðåòü áåñêîíå÷-

íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë. Óáåäèòñÿ â ïðàâèëüíîñòè òàêîé �îðìóëû ìîæíî,

òîëüêî ïîñòðîèâ å¼ âûâîä èç àêñèîì àðè�ìåòèêè (ñòð. 38). �
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• �àçëè÷íûå êâàíòîðû íå ïåðåñòàíîâî÷íû: �äëÿ ëþáîãî x ñóùåñòâóåò

y� íå òîæå, ÷òî �íåêèé y ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî x�:

∀x ∃y A(x, y) 6≡ ∃y ∀xA(x, y).
Â îáûäåííîé æèçíè ïîäîáíàÿ íåýêâèâàëåíòíîñòü âïîëíå åñòåñòâåííà.

Ïóñòü A(x, y): �x èìååò ìàòü y�. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ �ëþáîãî x ñóùå-
ñòâóåò ìàòü y�, òîãäà êàê óòâåðæäåíèå �íåêàÿ y ÿâëÿåòñÿ ìàòåðüþ âñåõ

ëþäåé x� èñòèííî òîëüêî â î÷åíü ñïåöè�è÷åñêîì ìèðå. ×òîáû äîêàçàòü

íå îáùåçíà÷èìîñòü �îðìóëû (ò.å. ÷òî îíà íå òàâòîëîãèÿ) äîñòàòî÷íî ïðè-

äóìàòü ïðèìåð ãäå îíà ëîæíà.

⋄ Ïóñòü ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü � ýòî íàòóðàëüíûå ÷èñëà: 0, 1, ..., à ïðå-

äèêàò A(x, y) : x < y. Óòâåðæäåíèå ∀x ∃y (x < y) èñòèííî (�äëÿ êàæäîãî
x ñóùåñòâóåò y, êîòîðûé åãî áîëüøå�). Óòâåðæäåíèå æå ∃y ∀x (x < y)
ëîæíî, òàê êàê íåò ÷èñëà, áîëüøåãî ëþáîãî íàòóðàëüíîãî. Ïðèìåð ñ ìà-

òåðÿìè è äåòüìè � ýòî òàêæå îïðîâåðãàþùèé ïðèìåð. �

Òåì íå ìåíåå, äàëåå (ñòð. 31) ìû äîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà

ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé:

∃y ∀xA(x, y) → ∀x ∃y A(x, y).
Ñòîèò å¼ ïðîâåðèòü, äëÿ A(x, y): �x èìååò ìàòü y�. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé
è ïðåäûäóùåé �îðìóëàõ îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ

òîëüêî ïðåäèêàòîì (êâàíòîðû èìåþò íàèâûñøèé ïðèîðèòåò). Â ÷àñò-

íîñòè, ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü ∃y ∀xA(x, y) → ∀u ∃v A(u, v).
�àçáåð¼ì íåïåðåñòàíîâî÷íîñòü ∀x è ∃y ñ äðóãèõ ïîçèöèé. Âñåîáùíîñòü

∀xA(x, y) ñâÿçûâàåò ïåðåìåííóþ x è âûðàæåíèå çàâèñèò òîëüêî îò y:

∃y∀xA(x, y) ≡ ∃y
(

A(x1, y) &A(x2, y) &A(x3, y) & ...
)

,

ãäå xi � âñå ïðåäìåòû òåîðèè, ìíîæåñòâó X = {x1, x2, ...} êîòîðûõ ïðè-

íàäëåæèò ïåðâûé àðãóìåíò ïðåäèêàòà A(x, y). Ýòà �îðìóëà èñòèííà,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà ȳ (îäíà èëè íåñêîëüêî), äëÿ êîòîðîé

A(x, ȳ) èñòèííî ïðè êàæäîì x ∈ X, ò.å. ȳ îäèíàêîâ äëÿ âñåõ x. Ñâÿçû-
âàíèå ñíà÷àëà êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ äîïóñêàåò áîëüøå ïðîèçâîëà:

∀x∃y A(x, y) ≡ ∀x
(

A(x, y1) ∨ A(x, y2) ∨ A(x, y2) ∨ ...
)

.

Âûðàæåíèå èñòèííî, åñëè äëÿ êàæäîãî x åñòü òàêîå yi, ÷òî A(x, yi) èñòèí-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îäíà èëè íåñêîëüêî �óíêöèé y = f(x),

äëÿ êîòîðûõ ∀x ∃y A(x, y) ìîæíî çàìåíèòü íà ∀xA(x, f(x)), ãäå f(x) äà¼ò
ïðè äàííîì x ñóùåñòâóþùèé y. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè A(x, ȳ) èñòèííî äëÿ
êîíñòàíòû ȳ, òî îíî áóäåò èñòèííî è äëÿ íåêîòîðûõ �óíêöèé A(x, f(x)),

ïî êðàéíåé ìåðå êîíñòàíòíûõ f(x) = ȳ (íî, âîçìîæíî, íå òîëüêî).
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• Îäíîòèïíûå êâàíòîðû, ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìè:

∀x ∀y A(x, y) ≡ ∀y ∀xA(x, y),
∃x ∃y A(x, y) ≡ ∃y ∃xA(x, y).

Â òàêèõ �îðìóëàõ èíîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàùåíèå ∀x,y : ∀x∀y
è àíàëîãè÷íî äëÿ ∃. Òàêèì îáðàçîì ∀x,y ≡ ∀y,x è ∃x,y ≡ ∃y,x. ×èñëî
àðãóìåíòîâ ïðåäèêàòîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëó, ïðîèçâîëüíî. Íàïðèìåð,

ñïðàâåäëèâî: ∀x ∀y A(w, x, v, y, z) ≡ ∀y ∀xA(w, x, v, y, z).
Îòðèöàíèå ìîæíî �ïðîíîñèòü� ÷åðåç êâàíòîð, ìåíÿÿ åãî:

¬∀xA(x) ≡ ∃x ¬A(x),
¬∃xA(x) ≡ ∀x ¬A(x).

(�åñëè íå âåðíî äëÿ âñåõ x, òî åñòü x äëÿ êîòîðîãî ëîæíî�).

Äåéñòâèå ëþáîãî êâàíòîðà (Q = ∃ èëè ∀) ìîæíî ðàñøèðÿòü, âûíîñÿ

çà äèçúþíêöèþ èëè êîíúþíêöèþ (ïðàâèëà ðàñøèðåíèÿ äåéñòâèÿ):

QxA(x) & B ≡ Qx

(

A(x) &B
)

,

QxA(x) ∨ B ≡ Qx

(

A(x) ∨ B
)

,

ãäå îòñóòñòâèå ÿâíîãî óêàçàíèÿ ó ïðåäèêàòà B àðãóìåíòà x îçíà÷àåò,

÷òî îí îò x íå çàâèñèò, à ïðè îòñóòñòâèè ñêîáîê ïðèîðèòåò êâàíòîðîâ

ñ÷èòàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, ò.å. ∀xA(x) & ... � ýòî (∀xA(x)) & ... è ò.ä.

Íàêîíåö, äëÿ ðîäñòâåííûõ îïåðàöèé (& äëÿ ∀ è ∨ äëÿ ∃) ìîæíî îáú-
åäèíÿòü êâàíòîðû (ïðàâèëà îáúåäèíåíèÿ):

∀x ∀y
(

A(x) &B(y)
)

≡ ∀x
(

A(x) &B(x)
)

,

∃x ∃y
(

A(x) ∨B(y)
)

≡ ∃x
(

A(x) ∨B(x)
)

.

Ïîëåçíû òàêæå òîæäåñòâà ðàçáèåíèÿ:

∀x ∀y A(x, y) ≡ ∀xA(x, x) & ∀x∀y
(

x 6= y → A(x, y)
)

,

∃x ∃y A(x, y) ≡ ∃xA(x, x) ∨ ∃x∃y
(

x 6= y & A(x, y)
)

.

Äëÿ êîíå÷íûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé âñå ýòè òîæäåñòâà íåñëîæíî äî-

êàçàòü ïðè ïîìîùè àëãåáðû ëîãèêè, çàïèñàâ êâàíòîð âñåîáùíîñòè êàê

öåïî÷êó ëîãè÷åñêèõ È, à êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ êàê öåïî÷êó ëîãè÷åñêèõ

ÈËÈ. Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî âñå ýòè òîæäåñòâà ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ

êîíå÷íûõ, íî è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
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• Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü êâàíòîðîâ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç êîììóòà-
òèâíîñòè A&B ≡ B&A è ïðàâèë ïîãëîùåíèÿ A&A ≡ A.
Òîæäåñòâà ñ îòðèöàíèåì ñëåäóþò èç ïðàâèë ¬(A&B) ≡ ¬A ∨ ¬B:
¬∀xA(x) ≡ ¬(A1&A2& ...) ≡ ¬A1 ∨ ¬A2 ∨ ... ≡ ∃x ¬A(x),

ãäå Ai = A(xi). Òàêæå ëåãêî äîêàçûâàþòñÿ ïðàâèëà ðàñøèðåíèÿ äëÿ

ðîäñòâåííûõ îïåðàöèé. Íàïðèìåð ∀xA(x) &B ≡ ∀x
(

A(x) &B
)

ýòî

(A1&A2& ...) &B ≡ (A1&B) & (A2&B) & ...,

ãäå ó÷òåíà àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü è ïîãëîùåíèå B&B ≡ B.
Äëÿ íåðîäñòâåííûõ îïåðàöèé èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè.

Òàê ∀xA(x) ∨B ≡ ∀x
(

A(x) ∨B
)

ýòî

(A1&A2& ...) ∨ B ≡ (A1 ∨B) & (A2 ∨B) & ...

×òîáû îáîñíîâàòü ïðàâèëà îáúåäèíåíèÿ êâàíòîðîâ ñ ðîäñòâåííûìè îïå-

ðàöèÿìè, ðàñïèøåì â ∀x∀y
(

A(x) &B(y)) ñíà÷àëà ∀y, à çàòåì ∀x:
(A1&B1) & (A1&B2) & (A1&B3) & ...(A2&B1) & (A2&B2) & (A2&B3) & ...

Ïî ñâîéñòâó ïîãëîùåíèÿ ýòî: (A1&B1) & (A2&B2) & ... ≡ ∀x (Ax&Bx).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ òîæäåñòâà ðàçáèåíèÿ.

• Ïóñòü â òåîðèè îïðåäåë¼í ïðåäèêàò ðàâåíñòâà x = y, ïîçâîëÿþùèé

âûÿñíÿòü îäèíàêîâû ëè äâå ñóùíîñòè x è y. Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî äå-

òàëèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî ñóùåñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð:

Íå áîëåå îäíîãî îáúåêòà {0, 1} îáëàäàåò ñâîéñòâîì A:

∀x,y [A(x) &A(y)→ x = y].

Îäèí è òîëüêî îäèí îáúåêò {1} îáëàäàåò ñâîéñòâîì A:

∃xA(x) & ∀x,y [A(x) &A(y)→ x = y].

Ïîñëåäíèé âèä ñóùåñòâîâàíèÿ â åäèíñòâåííîì ýêçåìïëÿðå èíîãäà îáî-

çíà÷àþò ïðè ïîìîùè êâàíòîðà ñ âîñêëèöàòåëüíûì çíàêîì: ∃!xA(x). Àíà-
ëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ �îðìóëû îòíîñèòåëüíî äâóõ ñóùíîñòåé:

Ïî ìåíüøåé ìåðå äâà îáúåêòà {2, 3, ...} îáëàäàþò ñâîéñòâîì A:

∃x,y [A(x) &A(y) & x 6= y].

Íå áîëåå äâóõ îáúåêòîâ {0, 1, 2} îáëàäàþò ñâîéñòâîì A:

∀x,y,z [A(x) &A(y) &A(z) → (x = y ∨ x = z ∨ y = z)].

Îáúåäèíåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ �îðìóë ëîãè÷åñêèì �È� ïðèâåä¼ò ê �ðà-

çå: �â òî÷íîñòè äâà îáúåêòà îáëàäàþò ñâîéñòâîì A�. Ïîäîáíûì îáðàçîì

ìîæíî ãîâîðèòü î òð¼õ ñóùíîñòÿõ, è ò.ä.
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1.6 Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå è êâàíòîðû

Ëþáîé ëîãè÷åñêèé âûâîä äîëæåí íà÷èíàòüñÿ ñ íåêîòîðûõ �îðìóë.

Èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïîòåçàìè èëè ïîñûëêàìè âûâîäà. Åñëè â òåî-

ðèè åñòü àêñèîìû, òî îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ïîñûëêàìè âûâîäà (õîòÿ è

íå âûïèñûâàåìûìè ÿâíî). �àññìîòðèì êàê èç ãèïîòåç ìîæíî âûâîäèòü

�îðìóëû, èñòèííûå âñåãäà, êîãäà èñòèííû âñå ãèïîòåçû.

Áàçîâîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ, äîñòàòî÷íî î÷åâèäíàÿ, öåïî÷êà ïðèâå-

äåíèÿ ïðèìåðîâ (examples):

(Ex) ∀x P (x) ⇒ P (x) ⇒ ∃x P (x) ⇔ P (a).

Ïåðâîå ïðàâèëî îïóñêàíèÿ êâàíòîðà âñåîáùíîñòè ∀x P (x) ⇒ P (x)
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèå P (x) èñòèííî ïðè ëþáîì x, òî �îðìóëà

P (x) áóäåò èñòèííà, êàêîå áû çíà÷åíèå x â íå¼ íå ïîäñòàâèëè. Îáðàòíîå

ñëåäîâàíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Â ÷àñòíîñòè P (x) → ∀y P (y) íå

ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, íàïðèìåð, äëÿ P (x1) ≡ 1, P (x2) ≡ O ïðè x = x1.

À âîò ∀x P (x) → P (x) � ýòî òàâòîëîãèÿ (äîêàæèòå).

Äàëåå èä¼ò îäíîñòîðîííåå ñëåäîâàíèå P (x) ⇒ ∃x P (x), ò.å. åñëè P (x)
èñòèííî ïðè äàííîì x, òî îí (ïî êðàéíåé ìåðå) è ñóùåñòâóåò. Â îáðàò-

íóþ ñòîðîíó òàêîå ñëåäñòâèå, â îáùåì ñëó÷àå, òàêæå íåâåðíî. Íàêîíåö,

ïîñëåäíåå äâóõñòîðîííåå ñëåäîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåêèé x ñóùå-

ñòâóåò, òî äëÿ íåãî ìîæíî ââåñòè êîíñòàíòó a, çàïèñàâ êîíñòàíòíîå âû-

ñêàçûâàíèå P (a). Êîíñòàíòà a íå äîëæíà ñîâïàäàòü ñ óæå ââåäåííûìè

êîíñòàíòàìè (õîòÿ òàêîå ñîâïàäåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ è ñïðàâåäëèâûì).

Âûâîäó ∀x P (x) ⇒ ∃x P (x) �åñëè P (x) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x, òî îíî
ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî x� ñîîòâåòñòâóåò òàâòîëîãèÿ (⋖H43) :

∀x P (x) → ∃x P (x).

Îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ ∃x Px → ∀x Px � ýòî íå òàâòîëîãèÿ. Íàïðèìåð,

ïóñòü ìíîæåñòâî èìååò äâà ýëåìåíòà: X = {x1, x2} è íà í¼ì ïðåäèêàò

îïðåäåë¼í òàê: P1 ≡ O

, P2 ≡ 1

. Ïîíÿòíî, ÷òî ∃x Px èñòèííî, à ∀x Px �

ëîæíî, ïîýòîìó

1

→
O

òàêæå ëîæíî.

Îïðåäåë¼ííàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò êîãäà ïðåäèêàò P (x) âñåãäà ëîæåí
(íàïðèìåð, ðàâåí Q(x) & Q̄(x)). Òîãäà ëîæíû âñå óòâåðæäåíèÿ â (Ex).

Òàê êàê

O

→
O

èñòèííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

O

⇒
O

(îáëàñòü èñòèííîñòè

P (x) � ýòî ïóñòîå ìíîæåñòâî, à äëÿ íåãî ∅ ⊂ ∅). Âïðî÷åì, â ïîñûëêàõ

(è àêñèîìàõ) âñåãäà ëîæíûå óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçîâàòü íå ñòîèò, òàê êàê

òàêèå òåîðèè ïðîòèâîðå÷èâû.
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• Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x â �îðìóëå P (x) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé

åñëè îíà íå ñâÿçàíà êâàíòîðîì (íå íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ∀x èëè ∃x).
Ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé. Àêñèîìû

ïðåäìåòíûõ òåîðèé âñåãäà çàìêíóòû.

Ïóñòü â ïîñûëêàõ âûâîäà åñòü �îðìóëà P (x) ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåí-

íîé. Îíà îçíà÷àåò íåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ ïðåäìåòíóþ ñóùíîñòü (îä-

íó èëè íåñêîëüêî) äëÿ êîòîðîé P (x) èñòèííî. Ïóñòü ïî-ìèìî P (x) åñòü
åù¼ çàìêíóòàÿ �îðìóëà ∀xG(x). ×òîáû ïðè âûâîäå íå âîçíèêàëî îøè-

áîê, íåîáõîäèìî èçáåãàòü êîëëèçèè ïåðåìåííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåíà

ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò èì¼í ñâîáîäíûõ ïåðåìåí-

íûõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ïîñûëêàõ óæå åñòü P (x), òî âìåñòî ∀xG(x)

ñòîèò íàïèñàòü ∀y G(y).
Â çàìêíóòîé �îðìóëå ïî ïðàâèëó (Ex) ìîæíî îïóñòèòü êâàíòîð âñå-

îáùíîñòè. Çàòåì â òàêèå �îðìóëû âìåñòî ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîäñòàâ-

ëÿòü ëþáûå òåðìû (êîíñòàíòû, ïåðåìåííûå, �óíêöèè), íàïðèìåð:

∀y G(y)
Ex⇒ G(y) ⇒ G(f(y, z)),

ãäå f(y, z) � âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ �óíêöèÿ (èìååò çíà÷åíèå ïðè ëþáûõ

y, z). Òàêóþ ïîäñòàíîâêó ÷àñòî îáîçíà÷àþò êàê {f(y, z)/y}.
Åñëè â �îðìóëå åñòü ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå, òî èõ íå äîëæíî áûòü â

ïîäñòàâëÿåìîì òåðìå, êîãäà îí ïîïàäàåò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà.

Íàïðèìåð, â ∀z G(y, z) íåëüçÿ ïîäñòàâèòü {f(y, z)/y}, ò.ê. z íå ñâîáîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ. �îâîðÿò, ÷òî òåðì t = t(x1, x2, ...) ïðè ïîäñòàíîâêå {t/x} â
�îðìóëó F (x) ñâîáîäåí äëÿ x, åñëè íè êàêîå ñâîáîäíîå âõîæäåíèå x íå

íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì êâàíòîðîâ ïî ïåðåìåííûì xi, âõîäÿùèì â t.
Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ â àíàëèçå ñ �îðìóëàìè, ñîäåðæàùèìè

èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ èëè ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ïåðåìåííûìè, êîòîðûå â ïîñûëêàõ áûëè ñâîáîä-

íûìè. Â ïðîöåññå âûâîäà èõ íåëüçÿ ìåíÿòü èëè çàìåùàòü òåðìàìè, ò.ê.

ïðè ýòîì åñòü ðèñê ïîïàñòü â îáëàñòü çíà÷åíèé, ãäå P (x) ëîæåí. Ïîäîá-
íûå ïåðåìåííûå ìû áóäåì íàçûâàòü �èêñèðîâàííûìè.

Êî âñåì íå �èêñèðîâàííûì ïåðåìåííûì ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëî

îáîáùåíèÿ, ñâÿçûâàÿ èõ êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè:

(Gen) Åñëè x íå�èêñèðîâàí, òî F (x) ⇒ ∀x F (x).

Íàïðèìåð, âîçìîæåí ñëåäóþùèé âûâîä:

P (x), ∀y G(y)
Ex⇒ P (x), G(y) ⇒ ... ⇒ F (x, y)

Gen⇒ ∀y F (x, y).

Ïðè ýòîì êâàíòîð ∀x â �èíàëüíîé �îðìóëå ïîñòàâèòü íåëüçÿ, òàê êàê

ïåðåìåííàÿ x �èêñèðîâàííà. À âîò äëÿ �ëþáîãî� y ýòî ñäåëàòü ìîæíî.
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⋄ �àññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë (Ex) è (Gen). Ïóñòü
äëÿ ïðåäèêàòà ïîðÿäêà x < y çàäàíà àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè:

∀x,y,z
[

(x < y) & (y < z) → (x < z)
]

.

Äîêàæåì, ÷òî èç x < 1 ñëåäóåò �îðìóëà ∀u
[

(1 < u) → (x < u)
]

.

Ïîñûëêîé (ãèïîòåçîé) âûñòóïàåò �îðìóëà x < 1, â êîòîðîé ïåðåìåííàÿ

x �èêñèðîâàíà. Äëÿ óñòðàíåíèÿ êîëëèçèè, ïåðåèìåíóåì ïåðåìåííûå â

àêñèîìå è ïî ïðàâèëó (Ex) îïóñòèì êâàíòîðû âñåîáùíîñòè:

(s < t) & (t < u) → (s < u) ⇒ (x < 1) & (1 < u) → (x < u),

ãäå ïðîâåäåíû ïîäñòàíîâêè â íå�èêñèðîâàííûå ïåðåìåííûå: {x/s, 1/t}.
Âûðàçèì èìïëèêàöèþ ÷åðåç äèçúþíêöèþ è âîñïîëüçóåìñÿ âûâîäîì ïî

ðåçîëþöèè (ñòð. 22), ñ ïîñûëêîé x < 1:

x < 1, ¬(x < 1) ∨ ¬(1 < u) ∨ (x < u)
Res⇒ ¬(1 < u) ∨ (x < u).

Òåïåðü ê íå �èêñèðîâàííîé ïåðåìåííîé u ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî

(Gen), ïîñòàâèâ êâàíòîð âñåîáùíîñòè ∀u. Îïóñêàÿ â ïîñûëêàõ àêñèîìó
(íî ïîäðàçóìåâàÿ å¼ íàëè÷èå), îêîí÷àòåëüíî èìååì:

x < 1 ⇒ ∀u
[

(1 < u) → (x < u)
]

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ïðàâèëî (Gen) áûëî ïðèìåíåíî ê �èêñèðîâàííîé
ïåðåìåííîé x, ìû áû ïîëó÷èëè íåâåðíóþ (â àðè�ìåòèêå) �îðìóëó. �

⋄ Åù¼ îäíèì, èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì ïðèìåðîì, ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü åñòü íåêîòîðàÿ �îðìóëà Px = P (x),

çàâèñÿùàÿ îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x ∈ N. Òîãäà ñïðàâåäëèâ âûâîä:

(Ind) P0, ∀x
[

Px → Px+1

]

⇒ ∀x Px.

Îí îçíà÷àåò, ÷òî åñëè óäàëîñü äîêàçàòü Px äëÿ x = 0 (òàê íàçûâàåìàÿ

áàçà âûâîäà) è äëÿ ëþáîãî x èç Px ñëåäóåò Px+1, òî �îðìóëà Px ñïðàâåä-

ëèâà ïðè âñåõ x.
Îáû÷íî, �îðìóëó ∀x

[

Px → Px+1

]

ïîëó÷àþò, ñòðîÿ âûâîä Px ⇒ Px+1.

Â ýòîì âûâîäå íåëüçÿ äåëàòü ïîäñòàíîâêè (x � �èêñèðîâàí), èíà÷å èç ëþ-
áîé �îðìóëû Px âñåãäà ñëåäîâàëî áû Px+1. Íàïîìíèì (ñòð. 21), ÷òî åñëè

ñïðàâåäëèâ âûâîä P (x)⇒ Q(x), òî �îðìóëà P (x)→ Q(x) îáùåçíà÷èìà
ïðè âñåõ x, äàæå ïðè òåõ, äëÿ êîòîðûõ P (x) ëîæíà. Ïîýòîìó, ïîñòðî-

èâ âûâîä Px ⇒ Px+1, ìû èìååì òàâòîëîãèþ ∀x (Px → Px+1). Çàòåì,
ïî ïðàâèëó èíäóêöèè (Ind) ìîæíî (åñëè òàêæå äîêàçàíà áàçà P0) âû-

âåñòè �îðìóëó ∀x Px. Ïðàâèëî (Ind) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â àðè�ìåòèêå

(ñòð. 150) è íå òîëüêî. �
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• Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî òàâòîëîãèé, ëåæàùèõ â îñíîâå îäíîñòîðîííèõ

ïðàâèë ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ (åñëè A → B � òàâòîëîãèÿ, òî ñïðàâåä-

ëèâ âûâîä A ⇒ B è íàîáîðîò, ñòð. 21).

Êâàíòîðû âñåîáùíîñòè ìîæíî îáúåäèíÿòü è äëÿ íå ðîäñòâåííîé äèçú-

þíêöèè, íî �â îäíó ñòîðîíó�:

∀x ∀y
(

Ax ∨ By

)

→ ∀x
(

Ax ∨ Bx

)

.

⊳ Íå�îðìàëüíî: ïóñòü ∀x ∀y
(

Ax ∨By

)

≡
1

. Â áåñêîíå÷íîé êîíúþíêöèè

ïàð x, y áóäóò äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû (A1 ∨ B1

)

&(A2 ∨ B2

)

& .... Ïîýòîìó
ñëåäñòâèå òàêæå èñòèííî. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìïëèêàöèÿ ðàâíà

1

. �

⊳ Ôîðìàëüíî, îò ïðîòèâíîãî. Îòðèöàíèå ýòîé �îðìóëû ðàâíî:

¬
(

¬∀x,y (Ax ∨By) ∨ ∀z (Az ∨Bz)
)

⇔ ∀x,y
(

Ax ∨By

)

&¬∀z
(

Az ∨Bz

)

.

Ó÷ò¼ì ïðàâèëî P &Q ⇔ P, Q (ñòð. 21), ïðîíåñ¼ì ¬ ÷åðåç êâàíòîð ∀z, à
äëÿ ñóùåñòâóþùåãî z, ââåä¼ì êîíñòàíòó a:

⇔ ∀x,y
(

Ax ∨By

)

, ∃z
(

Āz & B̄z

) Ex⇒ Ax ∨By, Āa& B̄a.

Ñäåëàåì òåïåðü çàìåíó {a/x, a/y} è ïðèìåíèì âûâîä ïî ðåçîëþöèè:

⇒ Aa ∨Ba, Āa, B̄a ⇒ B̄a, Ba ⇔ B̄a&Ba ⇔
O

.

Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó îòðèöàíèå äîêàçûâàåìîé �îðìóëû

ëîæíî à, ñàìà �îðìóëà èñòèííà. �

Ïîõîæàÿ �îðìóëà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ∃x ∃y
(

Ax&By

)

→ ∃x
(

Ax&Bx

)

íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé (ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð ⋖H10). Â îáðàòíóþ

ñòîðîíó (ðàçúåäèíåíèå êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ) òîæäåñòâî âåðíî:

∃x
[

Ax&Bx

]

→ ∃xAx & ∃y By.

(åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé x, ÷òî Ax è Bx îäíîâðåìåííî èñòèííû, òî ïîíÿò-

íî, ÷òî áóäåò èñòèííî è ñëåäñòâèå èìïëèêàöèè).

Ñëåäóþùóþ �îðìóëó ïðåäëàãàåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü ïðè ïî-

ìîùè �îðìàëüíûõ ðàññóæäåíèé (⋖H11):

∃x∃y (Ax&By) → ∃xAx.

Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ (⋖H12) è îäíîñòîðîííåå ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè

êâàíòîðîâ, êîòîðîå îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå:

∃y ∀xA(x, y) → ∀x ∃y A(x, y).

Â îáîèõ �îðìóëàõ �îðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà ñòðîÿòñÿ îò ïðîòèâíîãî.



32 �ËÀÂÀ 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ËÎ�ÈÊÓ

1.7 Ñèëëîãèçìû

• Êâàíòîðû â ëîãèêå î÷åíü äðåâíåå èçîáðåòåíèå. Äîñòàòî÷íî âñïîì-

íèòü àðèñòîòåëåâñêîå:

Âñå ëþäè áåññìåðòíû. Ñîêðàò � ÷åëîâåê.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò áåññìåðòåí.

Ââåäåì ïðåäìåòíîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñóùåñòâ è ïðåäìåòíóþ êîí-

ñòàíòó �s� äëÿ èäåíòè�èêàöèè Ñîêðàòà. Ïîòðåáóåòñÿ òàêæå äâà ïðåäè-

êàòà M(x): �x ÿâëÿåòñÿ ÷åëîâåêîì� è I(x): �x � áåññìåðòåí�. Òîãäà â

ðàìêàõ �îðìàëüíîé òåîðèè ýòîò ñèëëîãèçì (ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå) ìîæ-

íî çàïèñàòü òàê:

∀x
(

M(x)→ I(x)
)

, M(s) ⇒ I(s).

Èç äâóõ ïîñûëîê (ëîãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé) ââîäèòñÿ òðåòüÿ. Â òàêîé

�îðìàëüíîé çàïèñè ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ïðåäèêàòîâ íå èãðàåò ðîëè

è ýòîò âûâîä îáùåçíà÷èì (ñïðàâåäëèâ â ëþáîé òåîðèè).

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ïðèìåð ñèëëîãèçìà:

Âñÿêàÿ áëîíäèíêà óìíà. Ìýðè íå óìíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ìýðè íå ÿâëÿåòñÿ áëîíäèíêîé.

Ââåä¼ì ïðåäèêàòû B(x): �x � áëîíäèíêà� è W (x): �x � óìíà�, à òàêæå

êîíñòàíòó m äëÿ îáîçíà÷åíèÿ áåäíîé Ìýðè. Ôîðìàëèçàöèÿ ðàññóæäåíèÿ

òîãäà áóäåò èìåòü ñëåäóþùóþ çàïèñü:

∀x(B(x)→ W (x)), ¬W (m) ⇒ ¬B(m).

Îáà âûâîäà îáîñíîâûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êâàíòîð âñåîáùíîñòè

ãîâîðèò î âñåõ ñóùíîñòÿõ è, â ÷àñòíîñòè, î Ñîêðàòå èëè Ìýðè. Ïîýòîìó,

ïî ïðàâèëó (Ex), ñòð. 28, åãî ìîæíî îïóñòèòü, çàìåíèâ x íà êîíñòàíòó:

∀xA(x) ⇒ A(a). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àòñÿ îáû÷íûå �îðìóëû èç àëãåáðû

âûñêàçûâàíèé, íàïðèìåð, B(m) → W (m). Ñîîòâåòñòâóþùèå çàêëþ÷å-

íèÿ òåïåðü íå ñëîæíî ñäåëàòü ïî ðåçîëþöèè (ñòð. 22):

¬B(m) ∨W (m), ¬W (m) ⇒ ¬B(m).

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî èñòèííîñòü èëè ëîæíîñòü êàæäîé ïîñûëêè â

ñèëëîãèçìå ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé â ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèÿõ. Ïî-

íÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèð (ê ñîæàëåíèþ, ïî-âèäèìîìó íàø), â êîòîðîì

óòâåðæäåíèå ∀x
(

M(x) → I(x)
)

ëîæíî, â ïðî÷åì, ê ñ÷àñòüþ, òàêæå êàê

è óòâåðæäåíèå ∀x (B(x) → W (x)). Îäíàêî, åñëè ïîñûëêè èñòèííû, òî

è ñëåäñòâèå áóäåò îáÿçàòåëüíî èñòèííûì. Ïîýòîìó èç èñõîäíûõ èñòèí-

íûõ óòâåðæäåíèé (àêñèîì) âñåãäà áóäóò ñëåäîâàòü èñòèííûå ðåçóëüòàòû

(òåîðåìû).
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• Àðèñòîòåëü âûäåëÿë ÷åòûðå òèïà óòâåðæäåíèé A, E, O, I î äâóõ

ïðåäèêàòàõ P (x), Q(x):

A(P,Q) : âñå P åñòü Q : ∀x [P (x)→ Q(x)],
E(P,Q) : âñå P íå Q : ∀x [P (x)→ ¬Q(x)]

Ïðèìåðû: �âñå êâàäðàòû � ïðÿìîóãîëüíèêè�, �âñå ìëåêîïèòàþùèå � æè-

âîðîäÿùèå�; �íåò íè îäíîãî ëåòàþùåãî êðîêîäèëà�, �íåò êðóãëûõ êâàäðà-

òîâ� (ëþáîé x, åñëè îí êâàäðàò, òî îí íå êðóãëûé). Â ýòèõ óòâåðæäåíèÿõ

âàæíà èìïëèêàöèÿ. Òàê, ìû íå ãîâîðèì �ëþáîé ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì è

ïðÿìîóãîëüíèêîì�, à èìåííî �ëþáîé, åñëè îí êâàäðàò, òî îí áóäåò ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîì�. Ê òîìó æå ∀x [P (x) &Q(x)] ýêâèâàëåíòíî äâóì óòâåð-

æäåíèÿì ∀x P (x) è ∀xQ(x), êîòîðûå îáû÷íî ëîæíû.

O(P,Q) : íåêîòîðûå P íå Q : ∃x [P (x) &¬Q(x)],

I(P,Q) : íåêîòîðûå P åñòü Q : ∃x [P (x) & Q(x)].

Ïðèìåðû: �íåêîòîðûå áëîíäèíêè óìíû�, �íåêîòîðûå ýëëèïñû � ýòî îêðóæ-

íîñòè�, �íåêîòîðûå ãðèáû íå ñúåäîáíû�. Â äàííûõ ñëó÷àõ íå óìåñòíà èì-

ïëèêàöèÿ. Ìû íå ñêàæåì �íå÷òî ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì, ñëåäîâàòåëüíî ýòî

îêðóæíîñòü�, à èìåííî �áûâàåò íå÷òî ÿâëÿþùååñÿ è ýëëèïñîì è îêðóæ-

íîñòüþ�. Çàìåòèì, ÷òî ¬O ≡ A, à ¬I ≡ E.

Óòâåðæäåíèÿ A, E, O, I ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê è ìíîæåñòâà, ïðè

ïîìîùè äèàãðàìì Ýéëåðà-Âåííà íà ïëîñêîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x:

Äâà óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî òð¼õ ñâîéñòâ ìîãóò ëîãè÷åñêè âëå÷ü

òðåòüå óòâåðæäåíèå: A(P,Q),A(Q, S)⇒ A(P, S) (�åñëè P ñóòü Q, à Q

ñóòü S, òî P ñóòü S�). Ïîäîáíûé âûâîä è íàçûâàåòñÿ ñèëëîãèçìîì.

Àðèñòîòåëü óñòàíîâèë, ÷òî ëîãè÷åñêè ïðèåìëåìûìè ÿâëÿåòñÿ 19 òàêèõ

êîìáèíàöèé. Ïðàâäà â ïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî 4 èç íèõ íåÿâíî ïîä-

ðàçóìåâàþò îáÿçàòåëüíóþ èñòèííîñòü îäíîãî èç ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, ò.í.

ñèëëîãèçì Darapti: A(P,Q), A(P, S)⇒ I(Q, S) èëè:

∀x [P (x)→ Q(x)], ∀x [P (x)→ S(x)] ⇒ ∃x [Q(x) &S(x)] Q P S

êîððåêòåí, åñëè äîïîëíèòåëüíî ∃x P (x). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè P ïó-

ñòîå ìíîæåñòâî, òî îíî ïðèíàäëåæèò Q è S, íî îíè ìîãóò íå ïåðåñå-

êàòüñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èç ∀x [P (x)→ Q(x)], ∀x [P (x)→ S(x)]
ñëåäóåò ∃x [Q(x) &S(x)], òîëüêî åñëè äîáàâèòü åù¼ è ∃x P (x), ÷òî ñòîèò

�îðìàëüíî äîêàçàòü (⋖H13) ïðè ïîìîùè ðåçîëþöèè.
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1.8 Íîðìàëüíûå �îðìû

• Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñòèííîñòè íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ, åãî ìîæíî

ïðèâåñòè ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå (ÊÍÔ). ×òîáû ýòî ñäå-

ëàòü, ñíà÷àëà èçáàâëÿþòñÿ îò ñâÿçîê ýêâèâàëåíòíîñòè è èìïëèêàöèè:

A ≡ B ⇔ (A→ B) & (B → A), A→ B ⇔ ¬A ∨B.

Çàòåì, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç ïðàâèëà äå-Ìîðãàíà:

¬(A&B) ⇔ ¬A ∨ ¬B, ¬(A ∨B) ⇔ ¬A&¬B
è çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ¬(¬A) ⇔ A, ïðèæèìàþò ñèìâîë �¬� ê
âûñêàçûâàíèÿì, Íàêîíåö, ïðè ïîìîùè äèñòðèáóòèâíîñòè:

A ∨ (B&C) ⇔ (A ∨ B) & (A ∨ C),

ëîãè÷åñêîìó âûðàæåíèþ ïðèäà¼òñÿ ñëåäóþùèé âèä:

(A1 ∨ A2 ∨ ...) & (B1 ∨B2 ∨ ...) & (C1 ∨ C2 ∨ ...) & ...

Âõîäÿùèå â �îðìóëó áóêâû, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè âûñêàçûâàíèÿìè (èëè

ïðåäèêàòàìè), ïåðåä êîòîðûìè, âîçìîæíî, ñòîèò îòðèöàíèå �¬�. Ýòî è

åñòü êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà. Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò ñîåäè-

íåíèÿ ïðè ïîìîùè êîíúþíêöèé (ëîãè÷åñêèõ �È�) âûðàæåíèé, ñîñòîÿùèõ

òîëüêî èç ëîãè÷åñêèõ �ÈËÈ�. Òàê êàê îïåðàöèÿ ∨ àññîöèàòèâíà, ñêîáêè

âíóòðè äèçúþíêòîâ (�ñóììà� ∨ â êðóãëûõ ñêîáêàõ) ìîæíî íå ñòàâèòü.

Åñëè �îðìóëà òîæäåñòâåííî èñòèííà (=îáùåçíà÷èìà=òàâòîëîãèÿ), òî

êàæäûé äèçúþíêò òàêæå äîëæåí áûòü èñòèííûì. Ïîýòîìó âûðàæåíèå

ðàñïàäàåòñÿ íà áîëåå ýëåìåíòàðíûå:

A1 ∨ A2 ∨ ..., B1 ∨ B2 ∨ ..., C1 ∨ C2 ∨ ...,

êàæäîå èç êîòîðûõ äîëæíî áûòü èñòèííûì. Ïðîèçîéä¼ò ýòî, åñëè â êàæ-

äîì èç íèõ âñòðåòèòñÿ íåêîòîðàÿ áóêâà è å¼ îòðèöàíèå (çàêîí èñêëþ÷å-

íèÿ òðåòüåãî A ∨ ¬A).
⋄ Äîêàæåì, ÷òî (A → B) → (¬B → ¬A) � òàâòîëîãèÿ. Ñíà÷àëà

èçáàâèìñÿ îò èìïëèêàöèè �→� è ïðèæì¼ì îòðèöàíèå ê âûñêàçûâàíèÿì:

¬(¬A ∨ B) ∨ (¬¬B ∨ ¬A) ⇔ (A & ¬B) ∨ (B ∨ ¬A).
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ:

⇔ (A ∨B ∨ ¬A) & (¬B ∨ B ∨ ¬A).
Êàæäàÿ �îðìóëà ñîåäèí¼ííàÿ �&�, â ñèëó çàêîíà �èñêëþ÷åíèÿ òðåòüåãî�,

� èñòèííà. Ïåðâàÿ ñîäåðæèò A ∨ ¬A, à âòîðàÿ � B ∨ ¬B. �
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• Êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå �îðìû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè àê-

ñèîìàòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè òåîðèè, ò.ê. �îðìóëó, çàïèñàííóþ â ÊÍÔ,

ìîæíî ðàçáèòü íà áîëåå ýëåìåíòàðíûå.

Åñëè �îðìóëà ñîäåðæèò êâàíòîðû âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ, ïå-

ðåä ïåðåâîäîì å¼ â ÊÍÔ, êâàíòîðû íåîáõîäèìî óñòðàíèòü. Äëÿ ýòîãî,

ïðè ïîìîùè êâàíòîðíûõ òîæäåñòâ (ñòð. 26), èõ äåéñòâèå ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ íà âñþ �îðìóëó. Çàïèñü QxQyQz...F , ãäå Q ýòî ∃ èëè ∀, à �îðìóëà F
íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ, íàçûâàåòñÿ ïðåäâàð¼ííîé íîðìàëüíîé �îðìóëîé.

Êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ äàþò íîâûå ïðåäìåòíûå êîíñòàíòû è �óíê-

öèè. Íàïðèìåð, �îðìóëà ∃z ∀x ∃y A(x, y, z) çàìåíÿåòñÿ íà ∀xA(x, f(x), a),
ãäå a � ïðåäìåòíàÿ êîíñòàíòà (çíà÷åíèå �ñóùåñòâóþùåãî� z) è �óíêöèÿ

f(x) îáîçíà÷àåò òîò y, êîòîðûé ñóùåñòâóåò ïðè êàæäîì x. Ïîñëå ëèê-

âèäàöèè êâàíòîðîâ ∃, êâàíòîðû ∀ îïóñêàþòñÿ: ∀xA(x) ⇒ A(x) (åñëè
ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì x, òî ñïðàâåäëèâî è â êàæäîì ÷àñòíîì ñëó÷àå).

⋄ Ïóñòü ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ X ñîñòîèò èç ëþäåé è íåîäóøåâë¼ííûõ

ñóùíîñòåé. Ââåäåì ïðåäèêàò H(x) : �x � ÷åëîâåê� èM(x, y) : �x ÿâëÿåòñÿ

ìàòåðüþ äëÿ y�. Ñ�îðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå: �êàæäûé ÷åëîâåê èìååò

ìàòü, êîòîðàÿ òàêæå ÷åëîâåê�:

∀x
[

H(x)→ ∃y
(

H(y) &M(y, x)
)]

.

Âûðàçèì èìïëèêàöèþ ÷åðåç äèçúþíêöèþ è ðàñøèðèì äåéñòâèå ∃y íà

âñþ �îðìóëó:

∀x ∃y
[

¬H(x)∨
(

H(y) &M(y, x)
)]

.

Äëÿ êàæäîãî x ñóùåñòâóåò y, ïîýòîìó ââåä¼ì ïðåäìåòíóþ �óíêöèþ

m(x), äàþùóþ ìàòü äëÿ ñóùíîñòè x è îïóñòèì êâàíòîð ∃y:
∀x
[

¬H(x)∨
(

H(m(x)) &M(m(x), x)
)]

.

Âîñïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ:

∀x
[(

¬H(x) ∨H(m(x))
)

&
(

¬H(x) ∨M(m(x), x)
)]

.

Ïî ïðàâèëó îáúåäèíåíèÿ, ìîæíî íàïèñàòü ∀x (Ax&Bx) ≡ ∀xAx& ∀yBy,

ò.å. �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé äâóõ óòâåðæäåíèé. Òàê îíà ñ÷èòà-

åòñÿ èñòèííîé, òî íåçàâèñèìî èñòèííî è êàæäîå óòâåðæäåíèå. Ïîýòîìó

ïîëó÷àåòñÿ äâå àêñèîìû ïðåäìåòíîé òåîðèè î ëþäÿõ è èõ ìàòåðÿõ:

¬H(x) ∨H(m(x)), ¬H(y) ∨M(m(y), y).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíîé àêñèîìû íàçûâàþò ñòàíäàðòíîé �îðìîé.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ââåäåíèå �óíêöèè m(x) îïðàâäàíî, òàê êàê
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòü ó ÷åëîâåêà (â ýòîé ìîäåëè) ìîæåò áûòü îäíà

(õîòÿ, ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñàìîñòîÿòåëüíàÿ àêñèîìà). �
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• Èíîãäà íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñîâïàäåíèå òàáëèö èñòèííîñòè äâóõ âû-
ðàæåíèé, íå ïåðåáèðàÿ çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ. Êàæäîå èç âûðàæå-

íèé ìîæíî çàïèñàòü â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå. Îäíàêî â òà-

êîì âèäå èõ åù¼ ðàíî ñðàâíèâàòü, ò.ê. îäíà è òà æå �îðìóëà ìîæåò èìåòü

ðàçëè÷íûå ÊÍÔ. Íàïðèìåð, A&B ýêâèâàëåíòíî A&(A∨B) & (Ā∨B).

Äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, �îðìóëó, çàïèñàííóþ â ÊÍÔ, ïðåäñòàâëÿþò â

ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå (ÑÊÍÔ). Ïîä ýòèì ïîä-

ðàçóìåâàåòñÿ ñëåäóþùåå. Åñëè �îðìóëà çàâèñèò, íàïðèìåð, îò òð¼õ âû-

ñêàçûâàíèé A, B è C, òî êàæäàÿ èç ýòèõ áóêâ äîëæíà âñòðå÷àòüñÿ îäèí

ðàç â êàæäîé èç ñêîáîê, ñîåäèí¼ííûõ ëîãè÷åñêèì �È�. Êîãäà â äèçúþíêòå

íåò, ñêàæåì, áóêâû B, òî ïðè ïîìîùè �ÈËÈ� â íåãî äîáàâëÿåòñÿ âñåãäà

ëîæíàÿ �îðìóëà B& B̄, íå ìåíÿþùàÿ èñòèííîñòè âûðàæåíèÿ.

⋄ Íàïðèìåð: A&B ⇔
(

A ∨ (B& B̄)
)

&
(

B ∨ (A& Ā)
)

. Äâàæäû âû-

ïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå äèñòðèáóòèâíîñòè: (A ∨ B) & (A ∨ B̄) & (Ā ∨ B)

(âòîðîé äèçúþíêò A ∨B îïóùåí, ò.ê. îí óæå åñòü). �

Åñëè â ÑÊÍÔ óïîðÿäî÷èòü âñå âûñêàçûâàíèÿ, íàïðèìåð, ïî àë�àâèòó,

òî ïîëó÷èòñÿ îäíîçíà÷íîå âûðàæåíèå. ×èñëî ïåðåìåííûõ â ñðàâíèâàå-

ìûõ âûðàæåíèÿõ äîëæíî ñîâïàäàòü. Ïîýòîìó ïåðåä ïîñòðîåíèåì ÑÊÍÔ

ïðèìåíÿþò ïðàâèëà ïîãëîùåíèÿ, äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé, çíà÷å-

íèÿ êîòîðûõ íå âëèÿþò íà èñòèííîñòü âûðàæåíèÿ.

⋄ Íàïðèìåð: A&(A ∨ B) ïî îïèñàííîìó àëãîðèòìó ïðèâîäèò ê �îð-

ìóëå (A ∨B) & (A ∨ B̄), õîòÿ è ðàâíî A (ñòð. 19). �

• Ïî òàáëèöå èñòèííîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ÑÊÍÔ, òåì ñàìûì ïîëó÷èâ

ñîîòâåòñòâóþùåå åé ëîãè÷åñêîå âûðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî:

1) îòîáðàòü âñå ñòðîêè, ðàâíûå

O

;

2) ïåðåä âûñêàçûâàíèåì, ðàâíûì

1

, ïîñòàâèòü îòðèöàíèå;

3) âñå âûñêàçûâàíèÿ â ñòðîêå ñîåäèíèòü ëîãè÷åñêèì �ÈËÈ�;

4) ñòðîêè (ðàâíûå

O

) ñîåäèíèòü ëîãè÷åñêèì �È�:

A B F

O O O

1

O O

O

1

O

1 1 1

⇔ F = (A ∨B) & (Ā ∨ B) & (A ∨ B̄).

Òàêàÿ �îðìóëà ïðàâèëüíî âîñïðîèçâîäèò âñå ñòðî÷êè, äàþùèå

O

è àâ-

òîìàòè÷åñêè èñòèííà â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òàâòîëîãèÿ â ÑÊÍÔ îò âûñêàçûâàíèé íå çàâèñèò (âñåãäà ðàâíà

1

), à

ëîæíàÿ �îðìóëà îò n âûñêàçûâàíèé áóäåò èìåòü 2n äèçúþíêòîâ.
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• Àíàëîãè÷íî ÊÍÔ èëè ÑÊÍÔ ìîæíî ñòðîèòü äèçúþíêòèâíóþ íîð-

ìàëüíóþ �îðìó (ÄÍÔ), è ñîîòâåòñòâóþùèé åé ñîâåðøåííûé âàðèàíò

(ÑÄÍÔ). Ïðè ýòîì ÄÍÔ îïðåäåëÿåòñÿ êàê âûðàæåíèå âèäà:

(A1&A2& ...) ∨ (B1&B2& ...) ∨ (C1&C2& ...) ∨ ...,

ãäå êàæäàÿ áóêâà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòûì âûñêàçûâàíèåì (ïðåäèêàòîì),

ëèáî åãî îòðèöàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, êîíúþíêöèÿ (�&�) è äèçúþíêöèÿ

(�∨�) ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Ïðåîáðàçîâàíèå ê ÄÍÔ ïðîâîäèòñÿ òàêæå êàê

è ê ÊÍÔ, íî íà �èíàëüíîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé çàêîí äèñòðèáó-

òèâíîñòè:

A&(B ∨ C) ⇔ (A&B) ∨ (A&C)

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ èç ÄÍÔ íåîáõîäèìî äîáàâëÿòü

èñòèííîå âûðàæåíèå ...&(A ∨ ¬A), êîòîðîå íå èçìåíèò èñòèííîñòíîãî

çíà÷åíèå êîíúþíêòà, ò.ê. B&
1

≡ B.

ÄÍÔ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîæíîñòè íåêîòîðîãî

âûðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîëæíû áûòü ëîæíûìè âñå êîíúþíêòû, ñîåäèí¼í-

íûå ëîãè÷åñêèì �ÈËÈ�: (A1&A2& ...) � ëîæíî, (B1&B2& ...) � ëîæíî

è ò.ä. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîèñõîäèò, êîãäà â êàæäîì èç ýòèõ âûðàæå-

íèé âñòðå÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ áóêâà è å¼ îòðèöàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, A&¬A
ëîæíî, à

O

&A ≡
O

.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÑÄÍÔ ïî òàáëèöå àíàëîãè÷åí ÑÊÍÔ: îòáèðà-

þòñÿ âñå ñòðîêè ðàâíûå

1

, à ïåðåä ýëåìåíòàðíûìè âûñêàçûâàíèÿìè ñòà-

âèòñÿ îòðèöàíèå, åñëè èõ çíà÷åíèå ðàâíî

O

. Îíè ñîåäèíÿþòñÿ ïðè ïîìî-

ùè &, à ñòðîêè ïðè ïîìîùè ∨.
• Ïðèâåäåíèå �îðìóëû ê ÊÍÔ èëè ÄÍÔ èíîãäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

áîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå.

⋄ �àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà: A ∨
(

(A → B) &C
)

. Âûðàçèì èì-

ïëèêàöèþ ÷åðåç äèçúþíêöèþ:

A ∨
(

(Ā ∨B) &C
)

⇔ (A ∨ Ā ∨B) & (A ∨ C) ⇔ A ∨ C,

ãäå ñíà÷àëà ïðèìåí¼í çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè. Ïåðâûé äèçúþíêò ñîäåð-

æèò A∨Ā, ïîýòîìó âñåãäà èñòèíåí, è áåç èçìåíåíèÿ òàáëèöû èñòèííîñòè

ïåðâóþ ñêîáêó â âûðàæåíèè ìîæíî îòáðîñèòü. Â ðåçóëüòàòå, èñõîäíàÿ

�îðìóëà ðàâíà A ∨ C è íå çàâèñèò îò B. Ýòî ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü

ïåðåáîðîì çíà÷åíèé â òàáëèöå èñòèííîñòè. �

Èíîãäà âûðàæåíèå ñèëüíåå óïðîùàåòñÿ â ÊÍÔ, à èíîãäà â ÄÍÔ, ïî-

ýòîìó ñòîèò ñòðîèòü îáà ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ïðèìåðå ñ òàáëèöåé íà ïðåäû-

äóùåé ñòðàíèöå F = A&B (ÑÄÍÔ ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå).
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1.9 Ñèãíàòóðà è èíòåðïðåòàöèÿ

• Ïðè ïîñòðîåíèè �îðìàëüíîé òåîðèè ñíà÷àëà �èêñèðóåòñÿ å¼ ñèãíà-
òóðà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü:

1. �àçíîâèäíîñòè ïðåäìåòíûõ ñóùíîñòåé. Â àðè�ìåòèêå âñå ïðåäìåòû

îäíîãî âèäà (÷èñëà). Â ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü äâà âèäà

ïðåäìåòîâ � òî÷êè P = {x, y, ...} è ïðÿìûå L = {α, β, ...}. Åñëè ïðåä-
ìåòû îäíîãî âèäà, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî, íî �èêñèðî-

âàííîãî ïðåäìåòà, îáû÷íî, èñïîëüçóþòñÿ ëàòèíñêèå áóêâû èç êîíöà

àë�àâèòà: x, y, z. Îíè íàçûâàþòñÿ ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè.

2. Ïðåäìåòíûå êîíñòàíòû îáîçíà÷àþò âûäåëåííûå ïðåäìåòû ñ óíè-

êàëüíûìè èìåíàìè. Â àðè�ìåòèêå äîñòàòî÷íî äâóõ òàêèõ êîíñòàíò:

0 è 1. Â ãåîìåòðèè Åâêëèäà âûäåëåííûõ êîíñòàíò íåò. Êîíñòàíòû

÷àñòî îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè èç íà÷àëà àë�àâèòà: a, b, c, èëè ñïåöè-

àëüíûìè ñèìâîëàìè òèïà 0 èëè ∅.

3. Ïðåäìåòíûå �óíêöèè � òðåòèé è íå îáÿçàòåëüíûé ýëåìåíò ñèãíàòó-

ðû. Îíè ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå îäíèì ïðåäìåòàì � äðóãèå. Åñëè X

ìíîæåñòâî ïðåäìåòîâ, òî óíàðíàÿ �óíêöèÿ f(x) � ýòî îòîáðàæåíèå
X 7→ X, áèíàðíàÿ �óíêöèÿ g(x, y) � îòîáðàæåíèå X × X 7→ X è ò.ä.

×àñòî äëÿ áèíàðíûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèîííàÿ �îðìà:

x + y, x · y. Ïåðåìåííûå, êîíñòàíòû è �óíêöèè íàçûâàþòñÿ òåðìà-

ìè. Ïðèìåðû òåðìîâ: ∅, x, f(1, g(z)).

4. Ïðåäèêàòû (îòíîøåíèÿ â êîòîðûå âñòóïàþò ñóùíîñòè) � ÷åòâ¼ðòûé

è îáÿçàòåëüíûé ýëåìåíò ñèãíàòóðû. Îíè çàâèñÿò îò òåðìîâ è ðàâíû

èñòèíå èëè ëæè. Ïðåäèêàòû îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè áóêâàìè: A(x),

B(x, y) èëè â îïåðàöèîííîì âèäå: x = y, A ⊆ B è ò.ä. Â ãåîìåòðèè

åñòü ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè x ∈ α: �òî÷êà x ëåæèò íà ïðÿìîé α�
è ñîâïàäåíèÿ α = β. Ïåðâûé ïðåäèêàò � ýòî îòîáðàæåíèå P × L 7→
{
O

,
1

}, à âòîðîé � L× L 7→ {
O

,
1

}, ñì. òàêæå ñòð.14.

Åñëè ti � òåðìû, à P (x1, x2, ...) � ïðåäèêàò ñèãíàòóðû, òî P (t1, t2, ...)

íàçûâàåòñÿ àòîìàðíîé �îðìóëîé. Èç àòîìàðíûõ �îðìóë ïðè ïîìîùè

ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ ñòðîèòüñÿ ëþáàÿ �îðìóëà.

Îäíó è òó æå òåîðèþ ìîæíî �îðìóëèðîâàòü â ðàçëè÷íûõ ñèãíàòóðàõ.

Òàê, âìåñòî �óíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäèêàòû (ñêàæåì, â àðè�-

ìåòèêå ñ÷èòàòü èñòèííûì A(x, y, z), åñëè x+y = z). Ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü
(ìíîæåñòâî âñåõ ñóùíîñòåé) íà ýòîì ýòàïå íå �èêñèðóåòñÿ. Ñèãíàòóðà

òîëüêî ââîäèò îáîçíà÷åíèÿ ñ êîòîðûìè îïåðèðóåò òåîðèÿ.
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•Èíòåðïðåòàöèÿ òåîðèè � ýòî ïðèäàíèå âñåì ñèìâîëàì ñèãíàòóðû ñî-

äåðæàòåëüíîãî (êîíñòðóêòèâíîãî) ñìûñëà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàäàòü

íå ïóñòîå ìíîæåñòâî X = {a1, a2, ...} (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå, îäíî

èëè íåñêîëüêî), íàçûâàåìîå íîñèòåëåì èíòåðïðåòàöèè. Íà í¼ì îïðå-

äåëÿåòñÿ äåéñòâèå �óíêöèé (íàïðèìåð, f(a1) = a2, f(a2) = a8, è ò.ä.).

Çàòåì ïðåäèêàòàì ïðèïèñûâàþòñÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ (äëÿ E(x, y)
îïðåäåëèòü, ÷òî E(a1, a1) = 1

, à E(a1, a2) = O

, è ò.ä.).

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ îáùåçíà÷èìîé èëè òàâòîëîãèåé, åñëè îíà èñ-

òèííà íà ëþáîé èíòåðïðåòàöèè ïðè ëþáîé îöåíêå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

(ïðèäàíèè èì êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé). Íàïðèìåð ¬A(x) ∨ A(x) � òàâòî-

ëîãèÿ. Îòìåòèì, ÷òî åñëè �îðìóëà èñòèííà íà âñåõ êîíå÷íûõ èíòåðïðå-

òàöèÿõ (êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ), îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ëîæíîé äëÿ áåñ-

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ (ïðèìåð: ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà â

óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ, ñòð. 72).

Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ íåâûïîëíèìîé (= ïðîòèâîðå÷èâîé), åñëè îíà ëîæ-

íà â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè. Ïðèìåð: ¬A(x) &A(x).
Ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé (= íåïðîòèâîðå÷èâîé), åñëè ñóùå-

ñòâóåò (õîòÿ áû îäíà) èíòåðïðåòàöèÿ, ãäå îíà èñòèííà. Ïðèìåð: A ∨B.

• Ñèñòåìà àêñèîì ëþáîé �îðìàëüíîé òåîðèè ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ãðóï-

ïû � îáùåëîãè÷åñêèå è ïðåäìåòíûå àêñèîìû. Îáùåëîãè÷åñêèå àêñèîìû

� ýòî òàâòîëîãèè. Íàïðèìåð P &Q ≡ Q&P èëè P → (P ∨ Q) ñïðàâåä-

ëèâû â ëþáîé òåîðèè. Â ýòèõ àêñèîìàõ ñèìâîëû P,Q îáîçíà÷àþò ëþáûå

�îðìóëû.

Îáùåëîãè÷åñêèå àêñèîìû äîïîëíÿþòñÿ ïðàâèëàìè ïîëó÷åíèÿ íîâûõ

�îðìóë. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðàâèëà ñ êâàíòîðàìè (∀xPx ⇒ ∃xPx) èëè áåç

íèõ (¬P ∨Q, P ∨ S ⇒ Q ∨ S). Ïîíÿòèå èñòèííîñòè ïðè ýòîì îòõîäèò

íà âòîðîé ïëàí è âûâåäåííûå �îðìóëû ñ÷èòàþòñÿ âåðíûìè, äàæå åñëè

èõ èñòèííîñòü íåâîçìîæíî ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè òàáëèö.

Ïðåäìåòíûå àêñèîìû ñâÿçàíû ñ êîíêðåòíîé ñèãíàòóðîé (òåîðèÿ ÷è-

ñåë, ãåîìåòðèÿ è ò.ä.). Îíè íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ïðåäèêàòû è

�óíêöèè, îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì èõ ñâîéñòâà. Îáùåëîãè÷åñêèå àêñèîìû

è ïðàâèëà âûâîäà ñîçäàþòñÿ �îäèí ðàç�, òîãäà êàê ïðåäìåòíûå àêñèîìû

äëÿ êàæäîé íîâîé òåîðèè íåîáõîäèìî ïðèäóìûâàòü çàíîâî. Ïðåäèêàòû

çàâèñÿò òîëüêî îò òåðìîâ, íî íå çàâèñÿò îò äðóãèõ ïðåäèêàòîâ, Òàêàÿ

ñèãíàòóðà íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ïðåäèêàòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð,

â àðè�ìåòèêå âûðàæåíèå (x < y) = z áåññìûñëåííî.
Äëÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìû àêñèîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûå èí-

òåðïðåòàöèè. È íàîáîðîò, íà íåêîòîðûõ èíòåðïðåòàöèÿõ ÷àñòü àêñèîì

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, à ÷àñòü � íåò.
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1.10 Ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé

• Ïóñòü çàäàíà ñèãíàòóðà ïðåäìåòíîé òåîðèè. Ïðåäñòàâèì (åñëè ñìî-

æåì) ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé I, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàç-

ëè÷íûå ïðåäìåòíûå ìíîæåñòâà è èíòåðïðåòàöèè íà íèõ. Äâà îäèíàêîâûõ

ïðåäìåòíûõ ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ ïî-ðàçíîìó îïðåäåëåíû �óíêöèè è

ïðåäèêàòû, ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà èíòåðïðåòà-

öèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáàÿ �îðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíûõ ïå-

ðåìåííûõ, â äàííîé èíòåðïðåòàöèè èëè èñòèííà èëè ëîæíà. Òîãäà íà

ìíîæåñòâå I ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî èñòèííîñòè òàêîé �îðìóëû.

Òåîðèÿ, ïðåäìåòíûå àêñèîìû A1, A2, ... êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ íà ìíî-
æåñòâå I, ÿâëÿåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé (ñóùåñòâóþò èíòåðïðåòàöèè íà êî-

òîðûõ àêñèîìû îäíîâðåìåííî âûïîëíèìû). Ôîðìóëû òåîðèè T1, T2, T3, ...,
ëîãè÷åñêè ñëåäóþùèå èç àêñèîì, ñîäåðæàò â ñåáå îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ

àêñèîì â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà. Íèæå íà ëåâîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà òåî-

ðèÿ â êîòîðîé A1, A2 ⇒ T1, T2, T3. Êðîìå ýòîãî T1 ⇒ T2, îäíàêî èç T1

èëè T2 íå ñëåäóåò T3:

I

A1 A2

T2 T1

T3

I

¬T3

A

T3

T1 T2

Íà ïðàâîì ðèñóíêå óñëîâíî èçîáðàæ¼í ïðÿìîé âûâîä èç àêñèîìû A �îð-

ìóëû T3, ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ïîëó÷åíèåì �îðìóë T1 è T2, êîòîðûå ïî-

êðûâàþò áîëüøóþ îáëàñòü ìíîæåñòâà èíòåðïðåòàöèé, ÷åì A. Çàòåì èç

íèõ ïîëó÷àåòñÿ T3: A ⇒ T1, T2 ⇒ T3. Åñëè �îðìóë, ïîäîáíûõ T1 è T2

íå ñóùåñòâóåò, òî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä îò ïðîòèâíîãî.

Íå ñòîèò ïóòàòü ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé è íîñèòåëü èíòåðïðåòàöèè

X, íà äèàãðàììàõ êîòîðîãî ðàíåå èëëþñòðèðîâàëèñü ëîãè÷åñêèå �óíê-

öèè äëÿ ïðåäèêàòîâ è ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Ëþáàÿ ïîäîáíàÿ äèàãðàì-

ìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âîçìîæíîé èíòåðïðåòàöèé, ò.å. ýëåìåíòîì ìíîæå-

ñòâà âñåõ èíòåðïðåòàöèé. Îáùåëîãè÷åñêèå àêñèîìû ïîêðûâàþò âñ¼ ìíî-

æåñòâî èíòåðïðåòàöèé.

Ìíîæåñòâî èíòåðïðåòàöèé î÷åíü �áîëüøîå� ìíîæåñòâî è äîïóùåíèå

åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûì óòâåðæäåíèåì,

òðåáóþùèì äîêàçàòåëüñòâà åãî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Íî äàæå èñïîëüçî-

âàíèå åãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì ìå-

òîäîì óñòàíîâëåíèÿ âîçìîæíûõ âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó �îðìóëàìè.
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Ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ëîãè÷åñêèé âûâîä óâåëè÷èâàåò ìíîæåñòâî èñ-

òèííîñòè. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, âûâîä ∀x P (x) ⇒ ∃x P (x) íà ìíî-

æåñòâå èç äâóõ ýëåìåíòîâ X = {a, b}. Íà òàêîì ìíîæåñòâå âîçìîæíî 4

èíòåðïðåòàöèè, ò.å. 4 ñïîñîáà çàäàíèÿ èñòèííîñòè P (a) è P (b):

P (a) P (b) ∀x P (x) ∃x P (x)

I1 O O O O

I2 1

O O

1

I3 O

1

O

1

I4 1 1 1 1

I1 I2

I3 I4

∃x P (x)

∀x P (x)

Òàê, â èíòåðïðåòàöèè I2 ñ÷èòàåì, ÷òî P (a) ≡
1

, P (b) ≡
O

è ò.ä. Ïîñûëêà

âûâîäà (�îðìóëà ∀x P (x)) èñòèííà òîëüêî â èíòåðïðåòàöèè I4 (ïóíêòèð
íà ðèñóíêå), òîãäà êàê ñëåäñòâèå (�îðìóëà ∃x P (x)) � â òð¼õ èíòåðïðå-

òàöèÿõ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ).

Â ðåàëüíîé ïðåäìåòíîé òåîðèè ìíîæåñòâà èñòèííîñòè �îðìóë äîñòà-

òî÷íî çàòåéëèâî ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå âçàèìî-

ñâÿçè ìåæäó �îðìóëàìè (âîçìîæíîñòü ëîãè÷åñêîãî âûâîäà îäíèõ �îð-

ìóë èç äðóãèõ). Ýòè âçàèìîñâÿçè ìîæíî îòðàæàòü íà ãðà�å ëîãè÷åñêèõ

ñëåäñòâèé. �àññìîòðèì ìîäåëüíûé ïðèìåð ñ ÷åòûðüìÿ �îðìóëàìè A,

B, C, D, ìíîæåñòâà èñòèííîñòè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íèæå íà ðèñóíêå:

D

C B
A

12 3

54
67

8

8

1 2 3 4 5 6 7 8

A • •
B • • • •
C • • • • •
D • • • • • • A C B

D

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A,B, C,D ñîñòîèò èç 8-è íåïåðåñåêàþùèõñÿ îá-

ëàñòåé, íîìåðà êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå. Â òàáëèöå òî÷êàìè ïî-

ìå÷åíû �îðìóëû, ìíîæåñòâà èñòèííîñòè êîòîðûõ ïîïàëè â òó èëè èíóþ

îáëàñòü. Òàê, â îáëàñòè 1 ïåðåñåêàþòñÿ âñå ÷åòûðå �îðìóëû.

Ïîñëåäíèì íàðèñîâàí ãðà� ëîãè÷åñêèõ ñëåäñòâèé. Ìíîæåñòâî èñòèí-

íîñòè �îðìóëû A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì C, ïîýòîìó A ⇒ C, ÷òî íà

ãðà�å ïîìå÷åíî ñòðåëêîé îò A ê C. Ïåðåñå÷åíèå B è C � ïîäìíîæåñòâî

D, ïîýòîìó B&C ⇒ D. Íà ãðà�å ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñîåäèíåíèþ â óçëå

â âèäå òî÷êè ëèíèé îò B è C ñ äàëüíåéøåé ñòðåëêîé îò òî÷êè ê D.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå â êà÷åñòâå ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ

àêñèîì ìîãóò áûòü âûáðàíû �îðìóëû A è B, èç êîòîðûõ âûâîäÿòñÿ C

è D. Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåì àêñèîì ìîæåò áûòü áîëåå îäíîé.
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• Â êà÷åñòâå äâóõ ïðèìåðîâ, èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïðåòàöèé, ðàññìîò-

ðèì ãåîìåòðèþ íà ïëîñêîñòè è òåîðèþ ãðóïï.

⊲ Çàïèøåì 2 àêñèîìû ãåîìåòðèè íà ÿçûêå ñ ñèãíàòóðîé èç ìíîæåñòâ

P (òî÷êè), L (ïðÿìûå) è ïðåäèêàòîâ x ∈ α (ïðèíàäëåæíîñòü), x = y:

(A1): ∀x,y ∃α (x ∈ α & y ∈ α)
×åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò ïðÿìàÿ.

(A2): ∀α ∃x,y (x ∈ α & y ∈ α & x 6= y)
Íà êàæäîé ïðÿìîé ëåæàò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àêñèîì, äîñòàòî÷íî íàéòè èí-

òåðïðåòàöèþ, ãäå îíè îáå èñòèííû (ò.å. èõ îáëàñòè èñòèííîñòè ïåðåñåêà-

þòñÿ). Ýòî òàê (⋖H14), êîãäà â P = {a, b} äâà ýëåìåíòà, à â L = {γ} �
îäèí è çàäàíî (a ∈ γ) ≡

1

, (b ∈ γ) ≡
1

(íèæå 1-é ðèñóíîê):

a bγ

A1 ≡ 1, A2 ≡ 1

a
c
bγ

A1 ≡ O, A2 ≡ 1

a b
β

γ

A1 ≡ 1, A2 ≡ O
Íà 2-ì è 3-åì ðèñóíêàõ äàíû èíòåðïðåòàöèè, äîêàçûâàþùèå íåçàâèñè-

ìîñòü àêñèîì (îäíà èñòèííà, âòîðàÿ � ëîæíà, ò.å. íè îäíà íå ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì äðóãîé). Ïðè ýòîì, ðèñóíêè íå èìåþò �ãåîìåòðè÷åñêîãî

ñìûñëà� è ñëóæàò ëèøü äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ è çíà÷å-

íèé ïðåäèêàòîâ. Íàïðèìåð 3-é � ýòî ìíîæåñòâî P = {a, b}, L = {β, γ},
ãäå çàäàíî (a ∈ β) ≡ (b ∈ β) ≡

O

, (a ∈ γ) ≡ (b ∈ γ) ≡
1

. �

⋄Ïóñòü îïðåäåë¼í ïðåäèêàò ðàâåíñòâà x = y. Ââåä¼ì �óíêöèþ f(x, y),

êîòîðóþ áóäåì çàïèñûâàòü êàê x · y. Çàäàäèì àêñèîìû, îïðåäåëÿþùèå

ñâîéñòâà ýòîé �óíêöèè:

(D) : ∀x,y ∃z [x · y = z], îïðåäåë¼ííîñòü,
(A) : ∀x,y,z [(x · y) · z = x · (y · z)

]

, àñîöèàòèâíîñòü.

Èíòåðïðåòàöèè (ìíîæåñòâà íà êîòîðûõ çàäàíà �óíêöèÿ x · y), ãäå ýòè
àêñèîìû âûïîëíÿþòñÿ (èñòèííû), íàçûâàþò ïîëóãðóïïàìè.

Ââåä¼ì ïðåäìåòíóþ êîíñòàíòó e (âûäåëåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò) è

äîáàâèì åù¼ äâå àêñèîìû:

(E) : ∀x [(x · e = x) & (e · x = x)], åäèíè÷íûé ýëåìåíò,

( I ) : ∀x∃y [(x · y = e) & (y · x = e)], îáðàòíûé ýëåìåíò.

×èñëî èíòåðïðåòàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òàêîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìå àê-

ñèîì, óìåíüøàåòñÿ. Èçó÷åíèåì èõ ñâîéñòâ çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ ãðóïï.

Íàêîíåö, åñëè äîáàâèòü åù¼ îäíó àêñèîìó:

(S) : ∀x,y [x · y = y · x], �óíêöèÿ ñèììåòðè÷íà,

ïîäõîäÿùèõ èíòåðïðåòàöèé ñòàíåò åù¼ ìåíüøå (àáåëåâû ãðóïïû). �
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• �àññìîòðèì ïðèìåðû èíòåðïðåòàöèé àêñèîì òåîðèè ãðóïï è äîêà-

æåì èõ íåçàâèñèìîñòü. Ïðåäèêàò ðàâåíñòâà x = y áóäåì ñ÷èòàòü èñòèí-

íûì, åñëè x è y � ýòî îäèí è òîò æå ýëåìåíò ìíîæåñòâà X. Ïðè òàêîì

îïðåäåëåíèè, äëÿ çàäàíèÿ èíòåðïðåòàöèè îñòà¼òñÿ òîëüêî ïåðå÷èñëèòü

çíà÷åíèÿ �óíêöèè ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ è âûáðàòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Äëÿ îäíîýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X = {e} åäèíñòâåííàÿ è òðèâèàëüíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì àêñèîìàì � ýòî: e · e = e. Äëÿ
äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X = {e, a}, ñóùåñòâóåò 16 òàáëèö, îïðåäå-

ëÿþùèõ �óíêöèþ x · y (ñ÷èòàåì, ÷òî (D) âûïîëíÿåòñÿ). Ñ òî÷íîñòüþ äî

ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, ðàçëè÷íûõ òàáëèö 10. Òðè èç íèõ ïðèâåäåíû

íèæå:

e a

e e a
a a e

e a

e e a
a a a

e a

e e e
a e e

e a b

e e a b
a a e e

b b e e

e a b c d f
a b e d f c

b e a f c d
c f d e b a

d c f a e b
f d c b a e

1: A,E,I,S 2: A,E,−,S 3: A,−,I,S 4: −,E,I,S 5: A,E,I,−

Ñòðî÷êè â òàáëèöàõ ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó àðãóìåíòó �óíêöèè x · y, à
êîëîíêè � âòîðîìó. Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè è êîëîíêè, âíóòðè ðàìêè ñòî-

èò çíà÷åíèå �óíêöèè. Íàïðèìåð, ïåðâàÿ òàáëèöà îïðåäåëÿåò �óíêöèþ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: e · e = a · a = e è e · a = a · e = a. Âåçäå âûäåëåííûé

(åäèíè÷íûé) ýëåìåíò îáîçíà÷åí êàê e.
Ïåðâàÿ òàáëèöà óäîâëåòâîðÿåò âñåì ÷åòûð¼ì àêñèîìàì (A,E, I,S),

÷òî äîêàçûâàåò èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü (èíòåðïðåòàöèÿ X = {e}, e ·e = e
� òàêæå ýòî äîêàçûâàåò). Äëÿ ñëåäóþùåé òàáëèöû íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèî-

ìà (I), òàê êàê ó a íåò îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Îñòàëüíûå àêñèîìû âûïîëíÿ-

þòñÿ, ïîýòîìó (I) íåçàâèñèìà îò (A,E,S). Àíàëîãè÷íî, òðåòüÿ òàáëèöà

äîêàçûâàåò íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû (E).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû àññîöèàòèâíîñòè (A) íåîá-

õîäèìî óæå âçÿòü òðåõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî X = {e, a, b} ñ �óíêöèåé
ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ, ïðèâåäåííîé â ÷åòâ¼ðòîé òàáëèöå. Äëÿ íå¼, íà-

ïðèìåð (b · a) · a 6= b · (a · a). Îñòàëüíûå æå òðè àêñèîìû èñòèííû.

×òîáû äîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü àêñèîìû ñèììåòðè÷íîñòè (S), íåîáõî-
äèìî ìíîæåñòâî X ñ 6-þ ýëåìåíòàìè, êîòîðîå äîïóñêàåò ïåðâóþ, ñàìóþ

ìàëåíüêóþ íåàáåëåâó ãðóïïó D3 (ïîñëåäíÿÿ òàáëèöà ãðóïïîâîãî óìíî-

æåíèÿ ñ îïóùåííûìè ïîäïèñÿìè ó ñòðîê è ñòîëáöîâ). Â ýòîé ãðóïïå

(èíòåðïðåòàöèè), íàïðèìåð, f · d = a è d · f = b, ò.å. (S) íå âûïîëíÿåòñÿ.
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1.11 ßçûêè è èñ÷èñëåíèÿ

�àçâèòèå ìàòåìàòèêè èä¼ò ïî ïóòè ïðèäóìûâàíèÿ íîâûõ ñèìâîëîâ

è ïðàâèë ïîëó÷åíèÿ ñëîâ, ñîñòîÿùèõ èç ýòèõ ñèìâîëîâ. Ïî áîëüøîìó

ñ÷¼òó, ìàòåìàòèêè ïîñòîÿííî èãðàþò â ðàçëè÷íûå ðàçíîâèäíîñòè îäíîé

è òîé æå èãðû. Ýòà èãðà íàçûâàåòñÿ �Èãðîé â ñëîâà�. Ñèìâîëû è ïðà-

âèëà Èãðû ìåíÿþòñÿ, íî ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ ïðè÷óäëèâî ñâÿçàííûìè ñ

ïðåäûäóùèìè âàðèàíòàìè èãðû. Èíîãäà âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî öåëîå ìíîæå-

ñòâî, ðàíåå íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé èãð, ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó ñ

î÷åíü ïðîñòûìè ïðàâèëàìè. Ïðèäóìûâàíèå ïîäîáíûõ ñóïåðèãð äîñòàâ-

ëÿåò ìàòåìàòèêó íàèáîëüøåå óäîâîëüñòâèå. Ëþáàÿ �îðìàëüíàÿ òåîðèÿ

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ÿçûêîì ñî ñâîèì àë�àâèòîì, ñëîâàìè è ñïîñîáàìè

ïîëó÷åíèÿ (âûâîäà) íîâûõ ñëîâ. Îïðåäåëèì äåòàëüíåå ýòè ïîíÿòèÿ.

Àë�àâèò � íåïóñòîå, êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Σ ñèìâîëîâ. Ñèìâîëîì ìî-

æåò áûòü ÷òî óãîäíî, ëèøü áû ìû ìîãëè îäíîçíà÷íî îòëè÷àòü îäèí ñèì-

âîë îò äðóãîãî. Ïîíÿòèå ñèìâîëà íå ñòîëü òðèâèàëüíî, êàê êàæåòñÿ íà

ïåðâûé âçãëÿä. Îäèí è òîò æå ñèìâîë â ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ �òåêñòà� ìî-

æåò èìåòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íîå �íàïèñàíèå�. Íàïðèìåð, â òåêñòå ababa,
òðåòüÿ áóêâà ÷óòü îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîé è ïîñëåäíåé. Îäíàêî ìû, ìî-

æåì äîãîâîðèòüñÿ ñ÷èòàòü èõ îäíèì è òåì æå ñèìâîëîì. Åù¼ áîëüøåå

ðàçíîîáðàçèå íà÷åðòàíèé ñèìâîëîâ âîçíèêàåò â ðóêîïèñíûõ òåêñòàõ. Òà-

êèì îáðàçîì, äîëæåí áûòü ñïîñîá íå òîëüêî ðàçëè÷àòü, íî è íàä¼æíî

îòîæäåñòâëÿòü ñèìâîëû. Èãðû â êîòîðûõ ñèìâîëû ñëîâ èìåþò âåðîÿò-

íîñòíîå çíà÷åíèå, îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, õîòÿ è î÷åíü ëþáîïûòíû.

Íàïðèìåð, â ìèêðîìèðå ñóùåñòâóþò òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû, ïðè ïîìî-

ùè êîòîðûõ ìîæíî êîäèðîâàòü ñèìâîëû. Îäíàêî èõ ïîëîæåíèå â �òåêñòå�

èíîãäà ïðèíöèïèàëüíî âåðîÿòíîñòíîå.

Ñëîâî � êîíå÷íàÿ öåïî÷êà (óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ñèìâî-

ëîâ. ×èñëî ñèìâîëîâ â ñëîâå íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé. Ñëîâî ìîæåò áûòü è

ïóñòûì (íóëåâîé äëèíû). Òàêîå ñëîâî ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê ε. Èç äâóõ
ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü òðåòüå ïðè ïîìîùè êîíêàòåíàöèè. Òàê, åñëè ai è
bi � ñèìâîëû, à α = a1a2...an è β = b1b2...bm � ñëîâà, òî èõ êîíêàòåíàöèÿ

ðàâíà αβ = a1a2...anb1b2...bm. Ñëîâî α � ýòî ïðå�èêñ (íà÷àëî) ñëîâà αβ,
à β � åãî ñó��èêñ (îêîí÷àíèå). Îáðàùåíèå ñëîâà αR

� ýòî ñëîâî ñ îáðàò-

íûì ïîðÿäêîì áóêâ: an...a2a1. Ïðè ýòîì (αβ)R = βRαR
è åñëè αR = α,

òî òàêîå ñèììåòðè÷íîå ñëîâî íàçûâàåòñÿ ïàëèíäðîìîì.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ èç àë�àâèòà Σ îáîçíà÷àþò Σ∗. Ê ýòîìó ìíîæå-

ñòâó ïðèíàäëåæèò è ïóñòîå ñëîâî ε. Òàê êàê àë�àâèò � ýòî êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî è ñëîâà èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó, ìíîæåñòâî Σ∗ ñ÷¼òíî (ñòð. 15).
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ßçûê � ýòî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî L ìíîæåñòâà âñåõ ñëîâ: L ⊆ Σ∗.
Ïóñòîå ñëîâî ε ìîæåò êàê ïðèñóòñòâîâàòü â ÿçûêå, òàê è îòñóòñòâîâàòü.
ßçûê, íå ñîäåðæàùèé ñëîâ, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅ èëè

ïóñòûìè ñêîáêàìè {}. ßçûê èç îäíîãî ïóñòîãî ñëîâà � ýòî {ε} è ò.ä.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðàâèëà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îòëè÷àòü

ñëîâî, âõîäÿùåå â ÿçûê, îò íå ïðèíàäëåæàùåãî åìó ñëîâà.

⋄ Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïðèâåä¼ì ÿçûê LP ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ �îð-

ìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (propositions). Åãî àë�àâèò � ýòî ìíîæåñòâî

ñèìâîëîâ:

Σ = {¬, &, ∨, →, ≡, (, ), X}.
Çàïÿòàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîëîì, à ñëóæèò òîëüêî ðàçäåëèòåëåì. Ñëîâî,

ïðèíàäëåæàùåå ÿçûêó, áóäåì íàçûâàòü �îðìóëîé è çàäàäèì ïî èíäóê-

öèè:

◦ ñëîâà (X), (XX), (XXX), ... ÿâëÿþòñÿ �îðìóëàìè;
◦ åñëè P è Q �îðìóëû, òî

(¬P ), (P &Q), (P ∨Q), (P → Q), (P ≡ Q) � òàêæå �îðìóëû.

Ñëîâà (X), (XX),... � ýòî ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ (íå ñîäåðæàùèå

ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê). Îáû÷íî èõ îáîçíà÷àþò îòäåëüíûìè áóêâàìè A, B,...
èç íà÷àëà àë�àâèòà. Âïðî÷åì, äëÿ ââåäåíèÿ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà âûñêàçûâà-

íèé äîñòàòî÷íî îäíîãî ñèìâîëà X. Ïðîèçâîëüíûå �îðìóëû â êíèãå îáî-

çíà÷àþòñÿ áóêâàìè èç êîíöà àë�àâèòà: P,Q,R, ... Îíè ñîñòîÿò èç ýëå-

ìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. �

Òàê êàê ÿçûêè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ñëîâ, ê íèìè ìîæíî ïðèìå-

íÿòü ñòàíäàðòíûå ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè (îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå,

âû÷èòàíèå è ò.ï.) äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ÿçûêîâ. Êðîìå ýòîãî âîçìîæ-

íû è ñïåöè�è÷åñêèå îïåðàöèè. Íàïðèìåð, êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ A è B

� ýòî ÿçûê L = A · B = {αβ | α ∈ A, β ∈ B}, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ

êîíêàòåíàöèé ñëîâ îáîèõ ÿçûêîâ.

⋄ Ïóñòü åñòü äâà êîíå÷íûõ ÿçûêà, ñîäåðæàùèõ ïî 2 íå ïóñòûõ ñëîâà:

A = {0, 01} è B = {1, 11}. Òîãäà A · B = {01, 011, 0111}. Ïðè ýòîì

ñëîâî 011 ∈ A ·B ïîëó÷àåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: 0 · 11 è 01 · 1 �.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùèì òîæäåñòâàì:

(A ·B) · C = A · (B · C), A · {ε} = {ε} ·A = A.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîíêàòåíàöèÿ ñ ïóñòûì ìíîæåñòâîì ∅ ðàâíà ∅. Ñòåïåíü

ÿçûêà Ln
ýòî n êîíêàòåíàöèé L · ... · L è L0 = {ε} Çàìûêàíèåì Êëèíè

L∗ íàçûâàþò îáúåäèíåíèå âñåõ ñòåïåíåé ÿçûêà L∗ = L0 ∪ L1 ∪ L2 ∪ ...
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Ìîäåëü ÿçûêà � ýòî îòîáðàæåíèå L 7→M âñåõ ñëîâ ÿçûêà L, íà íåêîòî-

ðîå ìíîæåñòâî M, ò.å. ñ êàæäûì ñëîâîì ñâÿçûâàåòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò

ìíîæåñòâà M. Åñëè çàäàíà ìîäåëü, òî ãîâîðÿò, ÷òî ââåäåíà ñåìàíòèêà

(�ñìûñë�) ñëîâ ÿçûêà. Îáû÷íî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M ñóùåñòâåííî

ìåíüøå, ÷åì ñëîâ â ÿçûêå (õîòÿ ýòî è íå îáÿçàòåëüíî). Áèíàðíîé ìî-

äåëüþ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâî èç äâóõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ìîæíî, íàïðèìåð, îáîçíà÷àòü êàê

O

è

1

.

⊳ Ïðèìåðîì áèíàðíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ áèíàðíàÿ ëîãèêà, èçó÷åííàÿ

â ýòîé ãëàâå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ìîäåëè, íåîáõîäèìî êàæäîìó ýëå-

ìåíòàðíîìó âûñêàçûâàíèþ èç ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà V = {(X), (XX), ...}
�ïðèñâîèòü� çíà÷åíèå

O

èëè

1

. Çàòåì çàäàòü òàáëèöû èñòèííîñòè äëÿ

êàæäîé ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè (ñòð. 16). Â ðåçóëüòàòå áóäåò îïðåäåëåíî îòîá-

ðàæåíèå ëþáîãî ñëîâà ÿçûêà LP (ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé �îðìóëû) íà

ìíîæåñòâî M = {
O

,
1

}. �
Â ïðèíöèïå, äëÿ ÿçûêà LP ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü ñ ìíîæåñòâîì M,

ñîñòîÿùèì èç ëþáîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Òàê, ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè ïðåä-

ïîëàãàþò, ÷òî çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü, íàïðèìåð, òðè

çíà÷åíèÿ (íåò, âîçìîæíî, äà). Ìîãóò áûòü íå÷¼òêèå ëîãèêè ñ íåïðåðûâ-

íûì çíà÷åíèåì èñòèííîñòè â èíòåðâàëå [0...1] è ò.ä. Âñ¼ ýòî ðàçëè÷íûå

ìîäåëè ÿçûêà LP . Äàëåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì íà ñòð. 39 îïðåäåëå-

íèåì, ìû áóäåì íàçûâàòü áèíàðíóþ ìîäåëü èíòåðïðåòàöèåé ÿçûêà.

Åñëè �îðìóëà (ñëîâî LP ) â äàííîé èíòåðïðåòàöèè LP 7→M = {
O

,
1

}
ñîîòâåòñòâóåò

1

, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà èñòèííàÿ. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ òàêèì

îáðàçîì: ⇒M F . Òàâòîëîãèÿ èñòèííà â ëþáîé èíòåðïðåòàöèè: ⇒ F .
Ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç �îðìóë Γ = {Γ1,Γ2, ...}, ò.å. Γ⇒ F ,

åñëè äëÿ âñÿêîé èíòåðïðåòàöèè M, êîãäà ëþáàÿ Γi èñòèííà: ⇒M Γi, òî

èñòèííà è �îðìóëà: ⇒M F . Âìåñòî ñèìâîëà ⇒ ÷àñòî òàêæå èñïîëüçóþò

ñèìâîë |=. �àíåå (ñòð. 21) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
Γ1, ...,Γn ⇒ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ⇒ Γ1& ...&Γn → F ,

ò.å. ëîãè÷åñêîå ñëåäñòâèå F èç ïîñûëîê Γ1, ...,Γn ýêâèâàëåíòíî îáùåçíà-

÷èìîñòè �îðìóëû Γ1& ...&Γn → F .

Êðîìå ëîãè÷åñêîãî ñëåäñòâèÿ (îïðåäåëÿåìîãî ïðè ïîìîùè èíòåðïðå-

òàöèé), âàæíóþ ðîëü èãðàåò �îðìàëüíûé âûâîä, êîòîðûé áóäåò îáîçíà-

÷àòüñÿ ñèìâîëîì ⊢. Â âûâîäå èç îäíèõ �îðìóë Γ1, ...,Γn ïî íåêîòîðûì

ïðàâèëàì ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå �îðìóëû: Γ1, ...,Γn ⊢ F . Ïðè ýòîì ëîãè÷å-

ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ �îðìóë ðîëè íå èãðàåò. Âûâîä � ýòî ïðîñòî àëãîðèòì

ïîëó÷åíèÿ îäíèõ ñëîâ èç äðóãèõ, ÷òîáû ýòè ñëîâà íå îáîçíà÷àëè. Äàäèì

ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
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Èñ÷èñëåíèåì íàçûâàþò ÿçûê L, íà àë�àâèòå Σ, â êîòîðîì çàäàíî

ìíîæåñòâî ñëîâ (�îðìóë) A = {A1, ..., Am}, íàçûâàåìûõ àêñèîìàìè è

ïðàâèëà âûâîäà R (ïîëó÷åíèÿ) íîâûõ �îðìóë. Ïðàâèëî âûâîäà � ýòî

ïðåäïèñàíèå, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî èç n �îðìóë îïðåäåë¼ííîãî âèäà ïî-

ëó÷àåòñÿ íîâàÿ �îðìóëà. Ôîðìàëüíî, ïðàâèëî âûâîäà ñ n ïîñûëêàìè, ýòî

n+ 1-ìåñòíîå îòíîøåíèå R ⊆ L× L× ...× L (n+ 1 ðàç):

Γ1, ...,Γn ⊢ F.

Îáû÷íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñûëîê Γ1, ...,Γn â ïðàâèëå ðîëè íå èãðàåò.

Âûâîäîì (äîêàçàòåëüñòâîì) �îðìóëû F â äàííîì èñ÷èñëåíèè íàçûâà-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �îðìóë F1 , ..., Fm, â êîòîðîé êàæäàÿ �îðìóëà

ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñèîìîé, ëèáî ïîëó÷åíà ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó âûâîäà

èç ïðåäøåñòâóþùèõ �îðìóë, à ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà Fm � ýòî F .

⋄ Ïóñòü åñòü àë�àâèò Σ = {a b} èç äâóõ ñèìâîëîâ. Îïðåäåëèì èñ÷èñ-

ëåíèå ñ ÷åòûðüìÿ àêñèîìàìè:

(A1) : a, (A2) : b, (A3) : aa, (A4) : bb

è äâóìÿ ïðàâèëàìè âûâîäà:

(Ra) : W ⊢ aWa, (Rb) : W ⊢ bWb,

ãäå W � ëþáîå, ðàíåå âûâåäåííîå, ñëîâî. Âûâåäåì, íàïðèìåð, â ýòîì

èñ÷èñëåíèè ñëîâî babbab:

bb
1: A4

, abba
2: Ra(1)

, babbab
3: Rb(2)

.

Ïåðâîå ñëîâî âûâîäà (íîìåðà ñòîÿò ïîä ÷åðòîé) � ýòî àêñèîìà (A4). Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ñëîâà, ïðèìåíåíî ïðàâèëî (Ra), â êîòîðîì â êà÷åñòâå

W âçÿòî ïåðâîå âûâåäåííîå ñëîâî. Àíàëîãè÷íî, â êîíöå ïðèìåíÿåòñÿ

ïðàâèëî (Rb). Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü (⋖H15), ÷òî â ýòîì ÿçûêå âûâî-

äÿòñÿ òîëüêî ïàëèíäðîìû (ñëîâà îäèíàêîâî ÷èòàþùèåñÿ ñëåâà-íàïðàâî

è ñïðàâà-íàëåâî). Çà÷åì íóæíû (A3) è (A4)? �

Èñ÷èñëåíèÿ äåëàþò ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ �îðìàëüíûìè íà

ñòîëüêî, íà ñêîëüêî ýòî ïî-âèäèìîìó âîîáùå âîçìîæíî. Ïîäîáíûå öå-

ïî÷êè ñëîâ (â LP �îðìóë) ìîæíî çàãðóæàòü â êîìïüþòåð è îí, �íå ïî-

íèìàÿ� ñìûñëà ñèìâîëîâ è ñëîâ, ìîæåò ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü âûâîäà

è äàæå ñàìîñòîÿòåëüíî òàêèå âûâîäû íàõîäèòü. �ëàâà 2.11 ïîñâÿùåíà

ïîñòðîåíèþ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé (ÿçûê LP ).
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1.12 Çàäà÷è

◦ ⋖H16: Èñòèííû èëè ëîæíû âûñêàçûâàíèÿ:

�Ïàðèæ íàõîäèòñÿ â Àìåðèêå�, �1+1=10�?

◦ ⋖H17: Âûäåëèòü â ñîñòàâíûõ âûñêàçûâàíèÿõ ýëåìåíòàðíûå è çàïèñàòü

èõ â �îðìàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

◦ Îíà íå ëþáèò êîøåê, íî ëþáèò ñîáàê.
◦ Åñëè îí âûïüåò âèñêè, òî áóäåò ïüÿí.

◦ Âå÷åðîì îíè ïîñåòÿò ðåñòîðàí èëè îñòàíóòñÿ äîìà.

◦ ⋖H18: Ïåðå÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ òð¼õ âûñêàçûâàíèé A,B, C. Ñêîëüêî
êîìáèíàöèé áóäåò â �îðìóëå ñ 8 ðàçëè÷íûìè âûñêàçûâàíèÿìè?

◦ ⋖H19: Ïîñòàâèòü ñêîáêè â: A∨B&C → D∨¬A è ∀xAx&¬∀xBx → C.

◦ ⋖H20: Íàðèñîâàòü äåðåâüÿ �îðìóë: A→ A ∨ B è ¬A ∨ B → C.

◦ ⋖H21: Çàïèñàòü òàáëèöû èñòèííîñòè �îðìóë èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

◦ Ïðè ïîìîùè àëãåáðû ëîãèêè äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå �îðìóëû ÿâëÿ-

þòñÿ òàâòîëîãèÿìè:

◦ H22: (A ∨ B) &A ≡ A ∨ (A&B),

◦ H23: (A→ B) ∨ (B → A),

◦ H24: A→ (B → (A&B)),

◦ H25: (A→ B)→ ((A→ (B → C))→ (A→ C)).

◦ Èñïîëüçóÿ ìåòîä îïðîâåðæåíèé (ñì. ⋖H7) äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå

�îðìóëû ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè:

◦ ⋖H26: A→ (B → A),

◦ ⋖H27: (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C)),

◦ ⋖H28: (Ā→ B̄)→ (B → A),

◦ Çàïèñàòü ÊÍÔ �îðìóë:

◦ ⋖ H29: (A ∨ B)→ (A&B),

◦ ⋖ H30: ¬(A ≡ B) &A.

◦ Âûðàçèòü îòðèöàíèå, êîíúþíêöèþ è äèçúþíêöèþ ÷åðåç:

◦ ⋖ H31 øòðèõ Øå��åðà: A |B ≡ ¬(A&B),

◦ ⋖ H32 ñòðåëêó Ïèðñà: A ↑ B ≡ ¬(A ∨B).
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◦ Ïðè ïîìîùè ðåçîëþöèè äîêàçàòü ñëåäóþùèå ëîãè÷åñêèå âûâîäû:.

◦ ⋖ H33 P → Q, P ∨R ⇒ Q ∨R,

◦ ⋖ H34 P → Q, P &R ⇒ Q&R.

◦ ⋖ H35 Äîêàçàòü îò ïðîòèâíîãî: ∀n
(

n ∈ N & Even(n2) → Even(n)
)

.

◦ Íàðèñîâàòü îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ íà ïðåäìåòíîì ìíîæåñòâå

è çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû:

◦ ⋖H36 : Íå âñå ïòèöû ëåòàþò.

◦ ⋖H37 : Åñëè åñòü ÷èòàþùèå è åñëè êàæäûé ÷èòàþùèé óì¼í è ëþáîé
êòî ÷èòàåò � áëîíäèíêà, òî ñóùåñòâóþò óìíûå áëîíäèíêè.

◦ Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
◦ ⋖H38 : ∀x (Ax → B) ≡ ∃xAx → B,

◦ ⋖H39 : ∀x (B → Ax) ≡ B → ∀xAx,

◦ ⋖H40 : ∃x (Ax → B) ≡ ∀xAx → B,

◦ ⋖H41 : ∃x (B → Ax) ≡ B → ∃xAx,

◦ ⋖H42 : ∃x (Ax → Bx) ≡ ∀xAx → ∃xBx.

◦ Äîêàçàòü, ÷òî ýòè �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè:

◦ ⋖H43 : ∀x P (x) → ∃x P (x),

◦ ⋖H44 : (∀xAx → ∀xBx)→ ∃x (Ax → Bx),

◦ ⋖H45 : (∃xAx → ∃xBx)→ ∃x (Ax → Bx),

◦ ⋖H46 : (∃xAx → ∀xBx)→ ∀x (Ax → Bx),

◦ ⋖H47 : (∀xAx ∨ ∀xBx) → ∀x (Ax ∨ Bx).

◦ ⋖H48 : ∀x (Ax → Bx) → (∀xAx → ∀xBx),

◦ (⋖H49) Íàïèøèòå àêñèîìû è ïðàâèëà äëÿ èñ÷èñëåíèÿ, ïîðîæäàþùåãî

ïàëèíäðîìû (ñòð. 47) ñ àë�àâèòîì Σ = {a, b, c}
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Ââåäåíèå â ëîãèêó

• H1 ×èñëî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñ n ýëåìåíòàìè (ñòð. 12,17)

Åñëè â ìíîæåñòâå n ýëåìåíòîâ, òî êàæäîå åãî ïîäìíîæåñòâî ìîæíî çà-

êîäèðîâàòü n-çíà÷íûì äâîè÷íûì ÷èñëîì, ãäå 1 � ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ

ýëåìåíòà, à 0 � åãî îòñóòñòâèþ. Íàïðèìåð, êîä äëÿ X = {a, b, c} ðàâåí
111, äëÿ {a, c} � 101, à ïóñòîå ìíîæåñòâî {} � ýòî 000. Â n-çíà÷íîì äâî-

è÷íîì ÷èñëå íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü 0 èëè 1 (äâå âîçìîæíîñòè).

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ âîçìîæíîñòåé, íà âòîðîì ìåñòå ñíîâà ìîæåò ñòî-

ÿòü 0 èëè 1 (ýòî óæå 4 âîçìîæíîñòè). Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ 2n äëÿ

âàðèàíòîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùåé èç n íóëåé è åäèíèö.

• H2 (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (ñòð. 13)

Äëÿ 3-õ ìíîæåñòâ A,B,C ñóùåñòâóåò 8 âîçìîæíîñòåé: äëÿ a ∈ A èìååì:

a 6∈ B è a 6∈ C èëè a ∈ B è a 6∈ C, èëè a ∈ B è a ∈ C, ... . Ýòè âîçìîæ-

íîñòè óäîáíî ïåðå÷èñëÿòü íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà-Âåííà, íàðèñîâàâ òðè

ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãà. Íà ñàìîì äåëå ýòî ëèøü íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå

�îðìàëüíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíîñòåé.

A B

C

A ∪ B

A B

C

(A ∪B) ∩ C

A B

C

A ∩ C

A B

C

B ∩ C

7→ = ∪

• H3 A ∩ (B− C) = (A ∩ B)− (A ∩ C) (ñòð. 13)

A B

C

B− C

A B

C

A ∩ (B− C)

A B

C

A ∩ B

A B

C

B ∩ C

7→ = −

• H4 Òàâòîëîãèÿ A ∨ ¬A (ñòð. 18)

A ∨ ¬ A

O O

1 1

A ∨ ¬ A

O

1

O

1

O

1

A ∨ ¬ A

O

1 1

O

1 1

O

1

�åçóëüòèðóþùèå çíà÷åíèÿ ïîä÷¼ðêíóòû è ñòîÿò ïîä äèçúþíêöèåé �∨�.
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• H5 A→ B ≡ ¬A ∨ B (ñòð. 20)

A → B ≡ ¬ A ∨ B

O

1

O

1 1

O

1

O

O

1 1 1 1

O

1 1

1

O O

1

O

1

O O

1 1 1 1

O

1 1 1

• H6 Åñëè P ⇒ Q, òî P → Q � òàâòîëîãèÿ (ñòð. 21)

Èìïëèêàöèÿ P → Q áóäåò òàâòîëîãèåé, åñëè ìû èñêëþ÷èì åäèíñòâåí-

íóþ âîçìîæíîñòü å¼ ëîæíîñòè, êîãäà: P ≡
1

è Q ≡
O

. Îäíàêî, ïî

îïðåäåëåíèþ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà P ⇒ Q ýòîãî è íå ìîæåò áûòü (âñåãäà,

êîãäà P èñòèííî, äîëæíî áûòü èñòèííî è Q).

• H7 Òàâòîëîãèÿ: P &(P → Q)→ Q (ñòð. 21)

Äîêàæåì ýòî äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïðè ïîìîùè áóëåâîé àëãåáðû è ìåòîäîì

îïðîâåðæåíèÿ. Â ïåðâîì ñïîñîáå ïîäñòàâëÿåì îïðåäåëåíèå èìïëèêàöèè

P → Q : ¬P ∨ Q è ïðèæèìàåì îòðèöàíèå ê �îðìóëàì P è Q ïðè

ïîìîùè çàêîíîâ äå-Ìîðãàíà:

¬(P &(¬P ∨Q)) ∨Q ≡ ¬P ∨ (P &¬Q) ∨Q.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ äèñòðèáóòèâíîñòüþ ¬P ñ êðóãëûìè ñêîáêàìè è

îòáðîñèì òîæäåñòâåííî èñòèííóþ �îðìóëó ¬P∨P ≡
1

(òàê

1

&P ≡ P ).
Àíàëîãè÷íû è äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ:

≡ (¬P ∨P ) & (¬P ∨¬Q)∨Q ≡ (¬P ∨¬Q)∨Q ≡ ¬P ∨
1

≡
1

.

Â ìåòîäå îïðîâåðæåíèÿ ìû ïûòàåìñÿ ñäåëàòü �îðìóëó ëîæíîé. Åñëè

ýòî íå ïîëó÷àåòñÿ, çíà÷èò îíà òàâòîëîãèÿ. Ôèíàëüíàÿ îïåðàöèÿ â �îð-

ìóëå � ýòî âòîðàÿ èìïëèêàöèÿ. Ïîäïèñûâàåì ïîä íåé

O

(ïîä÷¼ðêíóòî).

Èìïëèêàöèÿ ëîæíà, òîëüêî äëÿ

1

→
O

:

P & (P → Q) → Q.

1

O O

Ïðîäîëæàåì ðàññóæäåíèÿ. Êîíúþíêöèÿ áóäåò èñòèííîé, åñëè èñòèííû

îáà å¼ àðãóìåíòà � ïîäïèñûâàåì ïîä íèìè

1

:

P & (P → Q) → Q.

1 1 1

O O

Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî P ≡
1

è Q ≡
O

. Íî â ïîñëåäíåé èìïëèêàöèè ýòî

íåâîçìîæíî, ò.ê. îíà ðàâíà

1

. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëü-

íî �îðìóëà íå ìîæåò áûòü ëîæíîé.
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• H8 Íå òàâòîëîãèÿ: A ∨ B → A (ñòð. 21)

Ïðèìåð: (
O

∨
1

)→
O

ýòî

1

→
O

, ÷òî ðàâíî

O

.

• H9 Òàâòîëîãèÿ: (P ∨ S) & (¬P ∨Q) → S ∨Q (ñòð. 22)

¬
(

(P ∨ S) & (¬P ∨Q)
)

∨ S ∨Q ≡ (¬P &¬S) ∨ (P &¬Q) ∨ S ∨Q.

Ïðèìåíèì äèñòðèáóòèâíîñòü 1-ãî ÷ëåíà ñ 3-ì è 2-ãî ñ 4-ì:

≡
(

(¬P ∨ S) & (¬S ∨ S)
)

∨
(

(P ∨Q) & (¬Q ∨Q)
)

≡ ¬P ∨ S ∨ P ∨Q ≡
1

.

• H10 Êîíòðïðèìåð äëÿ ∃x, y
(

Ax&By

)

→ ∃x
(

Ax&Bx

)

(ñòð. 31)

Ïóñòü X ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ è A1 =
O

, A2 =
1

, B1 =
1

, B2 =

O

. Ñëåäñòâèå ∃x (Ax&Bx) ≡ (A1&B1) ∨ (A2&B2) ëîæíî, à ïîñûëêà

∃x,y
(

Ax&By

)

� èñòèííà (ïðè A2&B1), ò.å. 1→ O

≡
O

.

• H11 ∃x∃y (Ax&By) → ∃xAx (ñòð. 31)

Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî, âçÿâ îòðèöàíèå �îðìóëû:

¬
(

¬∃x,y (Ax&By) ∨ ∃xAx

)

⇔ ∃x,y (Ax&By) & ∀x ¬Ax

Ïðèìåíèì äëÿ ∃ ïðàâèëî ðàñøèðåíèÿ è ââîäÿ äâå êîíñòàíòû, èìååì:
⇔ Aa, Bb, ¬Ax, ⇒ Aa, Bb, ¬Aa, ⇔ O

.

• H12 ∃y ∀xA(x, y) → ∀x ∃y A(x, y). (ñòð. 31)

Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî, âçÿâ îòðèöàíèå �îðìóëû:

¬
(

¬∃y ∀xAx,y ∨ ∀x ∃y Ax,y

)

⇔ ∃y ∀xAx,y & ∃x ∀y ¬Ax,y.

Ââîäÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèé êîíñòàíòû a, b, îïóñêàÿ êâàíòîðû âñåîáùíîñòè

è ðàçáèâàÿ íà äâå �îðìóëû (P &Q⇔ P, Q), èìååì:

⇔ Ax,b, ¬Aa,y ⇒ Aa,b, ¬Aa,b ⇔ O

,

ãäå â îäíîñòîðîííåì âûâîäå ñäåëàíû ïîäñòàíîâêè {x/a, y/b}.
• H13 Ñèëëîãèçì Darapti (ñòð. 33)

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü âûâîäà:

∃x P (x), ∀x [P (x)→ Q(x)], ∀x [P (x)→ S(x)] ⇒ ∃x [Q(x) &S(x)].

Ââîäÿ äëÿ ïåðâîé ïîñûëêè ñóùåñòâóþùóþ êîíñòàíòó a è îïóñêàÿ êâàí-

òîðû âñåîáùíîñòè (∀xA(x)⇒ A(x)), èìååì:

P (a), ¬P (x)∨Q(x), ¬P (y)∨S(y) ⇒ P (a), ¬P (a)∨Q(a), ¬P (a)∨S(a),
ãäå ïî ïðàâèëó P (x) ⇒ P (a) äëÿ àðãóìåíòîâ âòîðîé è òðåòåé ïîñûëêè

ïîäñòàâëåíà êîíñòàíòà a. Òåïåðü ïî ðåçîëþöèè ïåðâàÿ ïîñûëêà ñî âòîðîé
äà¼ò Q(a), à ñ òðåòåé � S(a). Îêîí÷àòåëüíî:

Q(a), S(a) ⇔ Q(a) &S(a) ⇔ ∃x[Q(x) &S(x)].
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• H14 Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àêñèîì ãåîìåòðèè (A1) è (A2) (ñòð. 42)
Òàê êàê ïðÿìàÿ îäíà (P = {a, b}, L = {γ}), â àêñèîìå (A1) ìîæíî îïó-

ñòèòü êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîëîæèâ ïåðåìåííóþ α ðàâíóþ êîíñòàíòå

γ, ÷òî äà¼ò ∀x,y (x ∈ γ & y ∈ γ). �àñïèøåì êâàíòîðû âñåîáùíîñòè:

(a ∈ γ & a ∈ γ) & (a ∈ γ & b ∈ γ) & (b ∈ γ & a ∈ γ) & (b ∈ γ & b ∈ γ).

Ýòî âûðàæåíèå èñòèííî ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì ïðåäèêàòà x ∈ α. Àíà-

ëîãè÷íî äëÿ àêñèîìû (A2).

• H15 Èñ÷èñëåíèå ïàëèíäðîìîâ (ñòð. 47)

Àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ ïàëèíäðîìàìè. Ïðàâèëà ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà ñëîâà

áûòü ïàëèíäðîìîì. Ïîýòîìó âñå âûâîäèìûå â èñ÷èñëåíèè ñëîâà � ïà-

ëèíäðîìû.

Åñëè áû íå áûëî àêñèîì (A3) è (A4), òî öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ïàëèí-

äðîìà âñåãäà ñîäåðæàëà áû íå÷¼òíîå ÷èñëî áóêâ. Áëàãîäàðÿ èì ìîæíî

âûâîäèòü ñëîâà abba, baaaab è ò.ï.

• H16 Ïàðèæ íàõîäèòñÿ â Àìåðèêå (ñòð. 48)

Èñòèííîñòü âûñêàçûâàíèÿ çàâèñèò îò îïðåäåëåíèÿ âõîäÿùèõ â íåãî ïî-

íÿòèé.

◦ Åñëè Ïàðèæ � ñòîëèöà Ôðàíöèè, òî ýòî óòâåðæäåíèå ëîæíî. Äëÿ

àìåðèêàíñêîãî ãîðîäà, ðàñïîëîæåííîãî â øòàòå Òåõàñ (ÑØÀ), ýòî âû-

ñêàçûâàíèå èñòèííî.

◦ 1 + 1 = 10 â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ëîæíî, à â äâîè÷íîé � èñòèííî.

• H17 Âûäåëåíèå ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé (ñòð. 48)

◦ Åñëè (x♥y) � îçíà÷àåò �x ëþáèò y�, òî ¬(Îíà♥êîøåê) & (Îíà♥ñîáàê).
◦ (Îí âûïèë âèñêè)→(Îí ïüÿíûé).

◦ (R&¬H) ∨ (¬R&H), ãäå R: �áóäóò â ðåñòîðàíå�, H: �áóäóò äîìà�.

• H18 Çíà÷åíèÿ òð¼õ âûñêàçûâàíèé A,B, C (ñòð. 48)

OOO

,
OO

1

,
O

1

O

,
O

11

,
1

OO

,
1

O

1

,
11

O

,
111

,

ãäå, íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ

O

11

îáîçíà÷àåò A =
O

, B =
1

, C =
1

.

Åñëè â �îðìóëó âõîäèò 8 ðàçëè÷íûõ âûñêàçûâàíèé, òî ïîòðåáóåòñÿ óæå

ïåðåáðàòü 256 = 28 êîìáèíàöèé.

• H19 Ñêîáêè â �îðìóëàõ (ñòð. 48)

(

A ∨ (B&C)
)

→ (D ∨ ¬A),
(

(∀xAx) &¬(∀yBy)
)

→ C.
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• H20 Äåðåâüÿ �îðìóë (ñòð. 48)

→

A ∨

A B

→

∨

¬

A

B

C

• H21 Òàáëèöû èñòèííîñòè (ñòð. 48)

A → (A ∨ B)

O

1

O O O

O

1

O

1 1

1 1 1 1

O

1 1 1 1 1

,

(¬ A ∨ B) → C

1

O

1

O O O

1

O

1

O

1 1

1

O

1 1

O O

1

O

1 1 1 1

O

1

O O

1

O

O

1

O O

1 1

O

1 1 1

O O

O

1 1 1 1 1

• H22 Òàâòîëîãèÿ: (A ∨B) &A ≡ A ∨ (A&B) (ñòð. 48)

(A ∨B) &A ⇔ (A&A) ∨ (A&B) ⇔ A ∨ (A&B).

• H23 Òàâòîëîãèÿ: (A→ B) ∨ (B → A) (ñòð. 48)

(Ā ∨B) ∨ (B̄ ∨ A) ⇔ (Ā ∨ A) ∨ (B ∨ B̄) ⇔
1

∨
1

⇔
1

.

• H24 Òàâòîëîãèÿ: A→ (B → (A&B)) (ñòð. 48)

Ā∨(B̄∨(A&B)) ⇔ (Ā∨B̄∨A) & (Ā∨B̄∨B) ⇔ (B̄∨
1

) & (Ā∨
1

) ⇔
1

.

• H25 (A→ B)→ ((A→ (B → C))→ (A→ C)) (ñòð. 48)

¬(Ā∨B)∨ (¬(Ā∨ (B̄ ∨C))∨ (Ā∨C)) ⇔ (A& B̄)∨ (A&B& C̄)∨ Ā∨C

⇔ (A∨ Ā∨C) & (B̄∨ Ā∨C)∨ (A&B& C̄) ⇔ B̄∨ Ā∨C ∨ (A&B& C̄)

⇔ (B̄ ∨ Ā∨C ∨A) & (B̄ ∨ Ā∨C ∨B) & (B̄ ∨ Ā∨C ∨ C̄) ⇔
1

&
1

&
1

.

• H26 Òàâòîëîãèÿ: A→ (B → A) (ìåòîä îïðîâåðæåíèÿ) (ñòð. 48)

A → (B → A)

1

O

?
O

1
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• H27 Òàâòîëîãèÿ: (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññóæäåíèé ïðèâåäåíà â ñòðîêàõ ïîä �îðìóëîé:

( A → (B → C) ) → ( (A → B) → (A → C) )

1

O O

1

O

1

O O

1

O

1

O

1

O O

1 1

O O

1 1

O

1

O O

1 1

O O

1 1 1

O

1

O O

1 1 1

?
O O

1 1 1

O

1

O O

• H28 Òàâòîëîãèÿ: (Ā→ B̄)→ (B → A) (îïðîâåðæåíèåì) (ñòð. 48)

( Ā → B̄ ) → ( B → A )

1

O O

1

O

1

O O

1 1

O

?
O

1

O O

• H29 ÊÍÔ �îðìóëû (A ∨ B)→ (A&B) (ñòð. 48)

(A ∨ B̄) & (Ā ∨B).

• H30 ÊÍÔ �îðìóëû ¬(A ≡ B) &A (ñòð. 48)

[(A& B̄) ∨ (B& Ā)] & A ⇔ A& B̄.

• H31 Øòðèõ Øå��åðà A|B ≡ ¬(A&B) (ñòð. 48)

¬A ≡ A|A, A ∨B ≡ (A|A)|(B|B), A&B ≡ (A|B)|(A|B).

• H32 Ñòðåëêà Ïèðñà A ↑ B ≡ ¬(A ∨B) (ñòð. 48)

¬A ≡ A ↑ A, A&B ≡ (A ↑ A) ↑ (B ↑ B), A ∨ B ≡ (A ↑ B) ↑ (A ↑ B).

• H33 P → Q, P ∨R ⇒ Q ∨R (ñòð. 49)

¬P ∨Q, P ∨R ⇒ Q ∨R.

• H34 P → Q, P &R ⇒ Q&R (ñòð. 49)

¬P ∨Q, P &R ⇔ ¬P ∨Q, P , R ⇒ Q, R ⇒ Q&R.
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• H35 Even(n
2) → Even(n) (ñòð. 49)

Îò îáðàòíîãî. Ïóñòü n2
÷¼òíî, à n � íå÷¼òíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå k,

÷òî n = 2k+ 1, è ñëåäîâàòåëüíî n2 = (2k+ 1)2 = 2(2k2 + 2k) + 1. Òàêèì

îáðàçîì n2
� íå÷¼òíî. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

• H36 Íå âñå ïòèöû ëåòàþò (ñòð. 49)

Ïóñòü B(x) : �x ÿâëÿåòñÿ ïòèöåé�, F (x) : �x óìååò ëåòàòü�. Òîãäà �íå

ëþáîé x, åñëè ïòèöà, òî ëåòàåò� ≡ �ñóùåñòâóåò x, êîòîðûé ïòèöà è íå

ëåòàåò�.

B F

¬∀x(Bx → Fx) ⇔ ∃x(Bx&¬Fx).

• H37 Áëîíäèíêè è êíèæêè (ñòð. 49)

Ïóñòü B(x) : �x � áëîíäèíêà�, R(x) : �x óìååò ÷èòàòü�, W (x) : �x � óìåí�.

RW
B
∃xRx& ∀x

(

(Rx →Wx) & (Rx→ Bx)
)

→ ∃x (Bx&Wx).

• H38 ∀x (Ax → B) ≡ ∃xAx → B (ñòð. 49)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îïðåäåëåíèÿ èìïëèêàöèè, èñïîëüçóåì ïðàâèëî ðàñ-

øèðåíèÿ äåéñòâèÿ êâàíòîðà â îáðàòíóþ ñòîðîíó (ñóæàåì äåéñòâèå) è

çàòåì ïðîíîñèì îòðèöàíèå ÷åðåç êâàíòîð:

∀x (Ax → B) ⇔ ∀x (¬Ax ∨B) ⇔ (∀x¬Ax) ∨B ⇔ ¬(∃xAx) ∨B.

• H39 ∀x (B → Ax) ≡ B → ∀xAx (ñòð. 49)

∀x (B → Ax) ⇔ ∀x (¬B ∨ Ax) ⇔ ¬B ∨ (∀xAx) ⇔ B → ∀xAx.

• H40 ∃x (Ax → B) ≡ ∀xAx → B (ñòð. 49)

∃x (Ax → B) ⇔ ∃x (¬Ax ∨B) ⇔ (∃x¬Ax) ∨B ⇔ ¬(∀xAx) ∨B.

• H41 ∃x (B → Ax) ≡ B → ∃xAx (ñòð. 49)

∃x (B → Ax) ⇔ ∃x (¬B ∨ Ax) ⇔ ¬B ∨ (∃xAx) ⇔ B → ∃xAx.

• H42 ∃x (Ax → Bx) ≡ ∀xAx → ∃xBx (ñòð. 49)

Èñïîëüçóåì ïðàâèëî îáúåäèíåíèÿ ∃ ñ ðîäñòâåííîé îïåðàöèåé ∨ è ðàñøè-
ðåíèÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó:

∃x (¬Ax∨Bx)⇔ ∃x,y (¬Ax∨By)⇔ (∃x¬Ax)∨(∃y By)⇔ ¬(∀xAx)∨(∃y By).



267

• H43 ∀x P (x) → ∃x P (x) (ñòð. 49)
Ïåðåèìåíóåì ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ â ñëåäñòâèè èìïëèêàöèè íà y. Îáî-

çíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Px = P (x). Âûðàçèì èìïëèêàöèþ X → Y ÷åðåç

äèçúþíêöèþ ¬X ∨ Y è ïðîíåñ¼ì îòðèöàíèå ¬ ÷åðåç êâàíòîð:

¬(∀xPx) ∨ ∃y Py ⇔
(

∃x¬Px

)

∨
(

∃y Py

)

⇔ ∃x,y(P̄x ∨ Py) ⇔ ∃x(P̄x ∨ Px),

ãäå â êîíöå ó÷òåíû ïðàâèëà ðàñøèðåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ (ñòð. 26). Ïî çà-

êîíó P̄ ∨ P ≡
1

(ñòð. 19), ýòà �îðìóëà èñòèííà.

• H44 (∀xAx → ∀xBx)→ ∃x (Ax → Bx) (ñòð. 49)

Òàê êàê, åñëè P ⇒ Q, òî P → Q � òàâòîëîãèÿ, âûâåäåì â �îðìóëå

ñëåäñòâèå èç ïîñûëêè èìïëèêàöèè. Ïåðåèìåíîâûâàåì âòîðóþ íåìóþ ïå-

ðåìåííóþ â y, çàòåì ïðîíîñèì îòðèöàíèå. Â îäíîñòîðîííåì ñëåäîâàíèè

ó÷èòûâàåì ïðàâèëî ∀x Px ⇒ ∃x Px (ñòð. 28) è ïðàâèëî (H33):

¬∀xAx∨ ∀yBy ⇔ ∃x¬Ax∨ ∀yBy ⇒ ∃x¬Ax∨∃yBy ⇔ ∃x (¬Ax∨Bx).

• H45 (∃xAx → ∃xBx)→ ∃x (Ax → Bx) (ñòð. 49)

¬∃xAx ∨ ∃yBy ⇔ ∀x¬Ax ∨ ∃yBy ⇒ ∃x¬Ax ∨ ∃yBy ⇔ ∃x (¬Ax ∨ Bx).

• H46 (∃xAx → ∀xBx)→ ∀x (Ax → Bx) (ñòð. 49)

¬∃xAx ∨ ∀y By ⇔ ∀x ¬Ax ∨ ∀y By ⇒ ∀x (¬Ax ∨ By).

• H47 (∀xAx ∨ ∀xBx) → ∀x (Ax ∨ Bx) (ñòð. 49)

∀xAx ∨ ∀xBx ⇔ ∀x,y (Ax ∨ By) ⇒ ∀x (Ax ∨ Bx).

• H48 ∀x (Ax → Bx) → (∀xAx → ∀xBx) (ñòð. 49)

¬∀x (Āx ∨ Bx) ∨ ¬∀y Ay ∨ ∀z Bz ⇔ ∃x (Ax& B̄x) ∨ ∃y Āy ∨ ∀z Bz

⇔ ∃x ((Ax& B̄x) ∨ Āx) ∨ ∀z Bz ⇔ ∃x (Āx ∨ B̄x) ∨ ∀z Bz

⇔ ∃x Āx ∨ ¬∀zBz ∨ ∀z Bz ⇔ ∃x Āx ∨ 1 ⇔
1

.

• H49 Ïàëèíäðîìû ñ òðåìÿ áóêâàìè (ñòð. 49)

Àêñèîìû: a, aa, b, bb, c, cc.
Ïðàâèëà: W ⊢ aWa, W ⊢ bWb, W ⊢ cWc.


